Matematika PRE megoldokulcs 2013. januar 19.

MATEMATIKA PROBAERETTSEGI MEGOLDOKULCS
—EMELT SZINT -

l. rész: Az alabbi 4 feladat megoldasa kotelezo volt!

1) Egy idegen nyelvekkel kapcsolatos online kérddivet hetven SG-s toltott ki. Tudja, hogy
minden Studium Generale tag beszél legalabb egy idegen nyelvet (angol, francia,
spanyol). Tovabba azt is tudja, hogy a csak egy idegen nyelvet beszélok szama kétszerese,
mig a pontosan két idegen nyelvet beszélok szama négyszerese azokénak, akik
mindharom idegen nyelvet beszélik.

a) Hanyan beszélnek pontosan két idegen nyelvet? (5 pont)
b) Tudja még azt is, hogy husz f6 beszél csak angolul és francidul. A hisz f6 25 %-anak
van akcentusa.
Hanyféleképpen valaszthat ki egy otfés bizottsagot a csak angolul és franciaul
beszélok koziil agy, hogy a bizottsagban legyen legalabb harom olyan ember, akinek

van akcentusa? (6 pont)

Megoldas:

a) A feladat szovege alapjan a kovetkez6 egyenletek irhatoak fel:
a+b+c+x+y+z+h=70 (lpont) | /4/7\/” ~
a+b+c=2h; x+y+z=4h azaz, (e (] 2o ]
2h+4h+h=70=h=10, ebbdl kivetkezik, hogy N OV
X+Yy+2=40 @pont) 5 | o |
Tehat pontosan két nyelven 40 ember beszéEl. (1 pont) \ ) /S

b) A feladat szovegébdl kideriil, hogy 20-0,25=5 fonek van
akcentusa. (1 pont)

A feladat alapjan 6tbdl kell kivéalasztani legalabb harom akcentussal rendelkezd embert.

5)(15) (5)(15 5)(15

C= + + =1126 (4 pont)
3N 2 4)\ 1 5)0

Tehat 1126 -féleképpen valaszthatjuk ki a bizottsagi tagokat ugy, hogy az eleget tegyen a

feladat feltételeinek. (1 pont)

Osszesen: 11 pont
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2) Egy matematika fakultaciés csoportba 12 diak jar. A legutolsé témazaro dolgozatot
mindannyian megirtak, ennek eredményérol a tanar a kovetkezoket mondta: legalabb két
darab 2-es érdemjegy sziiletett. A médusz értéke 3, a mediané pedig 3,5. A tanar
véleménye szerint egy dolgozat akkor kelloen nehéz, ha az osztalyzatok atlaga e és
(e=2,718...; m=3,141...) két tizedesjegyre kerekitett értéke kozott van.

a) Kelléen nehéz dolgozat késziilt a tanar szerint? (8 pont)

b) Mekkora az osztalyzatok szérasa és terjedelme? (3 pont)

c) Ertelmezze a b) pontban kapott eredményeket! (2 pont)
Megoldas:

a) A feladat szovege alapjan tudjuk, hogy 12 elemii a mintank, van benne legalabb két darab
2-es osztalyzat, leggyakrabban el6forduld eleme a 3-as és a sorba rendezett minta hatodik
eleme 3 a hetedik eleme pedig 4. Ezeket a szempontokat figyelembe véve megprobaljuk

meghatarozni a maradék 8 darab osztalyzatot. (2 pont)

e Ha 2;3;4 -es osztalyzatok lennének, akkor nem teljesiilne a moédusz kritériuma.

(1 pont)

e Ha 1,2;3;4 -es osztalyzatok lennének, akkor szintén nem teljesiilne a moddusz

kritériuma. (1 pont)

e Ha 1,2;34;5-6s osztalyzatok lennének, akkor szintén nem teljesiilne a mddusz

kritériuma. (1 pont)

o  Ezekbdl kovetkezik, hogy csak 2;3; 4;5-0s osztalyzatok lehetnek, méghozza csak az

alabbi formaban: 2;2;3; 3; 3; 3;4; 4;4;5;5;5. (1 pont)

Ezekbdl az osztalyzatokbol szamitott stlyozott szamtani 4tlag: y ~ 3,58 érdemjegy. (1 pont)

Tehat a matektanar szerint a készitett dolgozat nem kell6en nehéz. (1 pont)
2 2

b) Az osztalyzatok szoérasa a kovetkezo: 6:\/2(2_3’ 58) +]:£+3(5_3’ 58) = Jf ~1,04

érdemjegy. (2 pont)

Az osztalyzatok terjedelme: R=5-2=3. (1 pont)

C) Az osztalyzatok atlagosan 1,04 osztalyzattal térnek el az atlagos 3,58-os osztalyzattol. A
legjobb osztalyzat 5-0s, a leggyengébb osztalyzat 2-es, a két osztalyzat kozotti kiilonbség pedig

3.

(2 pont)

Osszesen: 13 pont
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3) Egy mérnoki rajzhoz rogzitett koordinatarendszerben (ahol mindkét tengelyen 100 m az
egység) egy uj belvarosi hatszog alaka hotel alaprajzanak csucsponti koordinatai rendre

a kovetkezéek: A(0;0), B(50), C(53), D(25), E(3;8) é F(0;8). A hotelhez
tartozo futépalya egyenlete: y+x=12. A futépalyanal lévé fagyizotol a futéopalyara
meroleges, egyenes sétaut vezet a hotel C pontjaban talalhat6 fobejaratahoz.

a) Adja meg a fagyizé koordinatait! (6 pont)
b) Milyen hosszi a hotel fébejarata és a fagyizo kozotti tavolsag? (2 pont)
d) Hany négyzetméter a hotel alapteriilete? (5 pont)
Megoldas:
a) A kovetkezdket tudjuk: C(5; 3) €S V=N, (1; —1)
Ebbdl felirjuk az f egyenes egyenletét. f :y=x—-2 (3 pont)
Ezutan az f és e egyenesek metszéspontja meghatarozza a fagyizd koordinatait.
ery=—x+12 ésf:y=x-2 = x=7,y=5 = H(7:5). (2 pont)
Tehat a fagyiz6 koordinatai: H(7;5). (1 pont)
b) Kiszémoljuk a két pont tavolsagat: CH =h—c = (2; 2)= ‘ﬁ‘ =J8=2\2 (1 pont)
azaz a fagyizoé a hotel fobejaratatol 2002 m tavolsagra van. (1 pont)

c) A sikidom teriiletét felbontjuk kisebb téglalapok és derékszogli haromszogek teriiletére,
amelyeket egyenként ki tudunk szamolni. Ebb6l kovetkezik, hogy:

T:(5-3+2-5+37'1+3;22j-1002:295000m2 (4 pont)

Azaz a hotel alapteriilete 295000 m? (1 pont)
A szemléltetés kedvéért:

F (0:8) E (3.8)

Osszesen: 13 pont
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4) Egy pozitiv szamokbol all6 szamtani sorozatrol ismeretes, hogy ha kivalasztja az elsé n
elemét, akkor ezek koziil az utolso elem tizenharomszorosa az elsonek, tovabba az is,
hogy az utols6 harom elem 6sszege hétszerese az elsé harom elem 6sszegének.

Hatarozza meg n értékét! (14 pont)

Megoldas:

Legyen a sorozat els6 eleme a,, kiilonbsége d, ebben az esetben a kivalasztott n elem koziil az
els6 harom, illetve utols6 harom:

a, a+d, a+2d,..,a+(n-3)d, a+(n-2)d, a+(n-1)d (1 pont)
A feladat feltételei szerint:
. 138, =a,+(n-1)d = 12a =d(n-1) (3 pont)

¢s még azt tudjuk, hogy:
1. 7(3a, +3d)=3a, +3nd —6d

az egyenletet a, -re rendezziik, majd felszorozzuk 2-vel:

6a, =d(n-9) = 123 =2d(n-9) (3 pont)
Az (L) és (IL.) egyenlet 0sszevetésébol

12a =d(n-1)=2d(n-9) = d(n-1)=2d(n-9) (2 pont)
A feladat szovegébél tudjuk, hogy d =0 , ezért leoszthatunk vele. fgy kapjuk, hogy:
(n-1)=2(n-9)=n=17 (4 pont)
Tehat 17 elemet valasztottunk ki. (1 pont)

Osszesen: 14 pont

Maximalis elérheté pontszam: 51 pont
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1. rész: Az alabbi 5 példa koziil négyet kellett megoldani!

5) Adottakaz f(x)=—(x+1)’+3 és g(x)=—vXx+1+3 fiiggvények.

a) Oldja meg grafikusan az alabbi egyenlétlenséget!

~(x+1) +3<—x+1+3

(5 pont)

b) Hatarozza meg az f(x) fiiggvény értelmezési tartomanyat és hatarértékeit az

értelmezési tartomany hatarainal!

(3 pont)

c) Hatarozza meg az f(x) fiiggvény szélsdértékét/szélsdértékeit (stacionarius

pontjat/pontjait) és a monotonitasi szakaszait!

(4 pont)

d) Hatarozza megaz f (x) fiiggvény inflexios pontjat/pontjait és konvexitasat! (4 pont)

Megoldds:

a) Legyen f(x)= —(x+1)3 +3 és g(X)=—x+1+3.
Az f fiiggvény helyes abrazolasa. (1 pont)
A g fiiggvény helyes abrazolasa. (2 pont)

Ha felvessziik a két fiiggvényt egy derékszogli koordinata
rendszerben, akkor az abrardl jol leolvashatd, hogy a
kivant egyenldtlenség az x=-1 vagy 0< x intervallum

esetén teljestil.

b) Ertelmezési tartomany: D, = {X € ]R}

Hatarértékek: lim —(x+1)° +3=+wo ;

X—> —o0

(2 pont)
(1 pont)

lim —(x+1)3+3= —0

X—> +00

(2 pont)

c) Szélséerték: f'(x)=-3(x +1)2 =-3(x +l)2 =0= X =-1-ben van lehetséges szélsbértéke.

X | x<-1 -1 1< X
f' - 0 -
nincs
f
N szélsoértéke Y

Tehat f(x) fliggvény szigorian monoton csokkend: {X eR\ {—1}}

(2 pont)

(2 pont)

d) Inflexiés pont: f”(x)=—6(x +1)1 = —6(x +1)1 =0= x=-1 lehetséges inflexids pont.

X | x<-=1 -1 -1<x
f 14 + 0 _
f ) inf. pont M

Tehat a fliggvénynek inflexiés pontja van az x =-1; y =3 pontban.
Ha x <—1 akkor f(x) fiiggvény konvex. Ha —1<x, akkor f (x) fiiggvény konkav. (2 pont)

(2 pont)

Osszesen: 16 pont
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6) Bizonyitsa be, hogy a 2x*-2x*>+2X=0 egyenletnek nincs valés megoldisa!

(16 pont)

Megoldas:
Rendezzik a  kifejezést az  aldbbi moddon: 2x*—2x3+2¥=0=2%=2x3—2x*
= 2" =2x*(1-x), (1 pont)
Vizsgaljuk meg az egyenlet bal és jobb oldalanak értékkészletét: a bal oldali kifejezés
értékkészlete: y >0 (1 pont)

A jobboldali kifejezés értékkészletének vizsgalatat bontsuk négy részre.
e Amikor x<0, akkor a jobb oldali kifejezés értéke y <0. Ebbdl kovetkezik, hogy ezen

intervallumon az egyenldség sosem teljesiilhet. (2 pont)
e Amikor 1< x, akkor a jobb oldali kifejezés értéke szintén y < 0. Ebbdl kovetkezik, hogy
ezen intervallumon az egyenldség sosem teljesiilhet (2 pont)
e Amikor x=0vagy x=1, akkor a jobb oldali kifejezés értéke y =0. Ebbdl kovetkezik,
hogy ezen x értékek mellett az egyenléség sosem teljesiilhet. (2 pont)

o Az el6zdekbdl kovetkezik, hogy a 0 < X <1 intervallumon keressiik a jobb oldali kifejezés
maximumat. f(X)=+2x>-2x" = f'(x)=6x"—8x> = 6x* —8x> =0 Ebbdl kovetkezik,
hogy X, =0 és X, :%. (2 pont)

Mivel a vizsgalt intervallum nem tartalmazza az X = 0 értéket, ezért elég csak az x; = 2 helyen

vizsgalni a lehetséges szélsdértéket.

3 3 3
X X< — X=— Z <X
4 4 4
f' + 0 -
lokalis maximum:
A V- IO A R
4 128

(2 pont)
Mivel tudjuk, hogy az 0<x<1 intervallumon a jobb oldali kifejezés lokalis maximum

y:12778 ¢és tudjuk azt is, hogy ezen az intervallumon a baloldali kifejezés értékkészlete

1< y<2. Ebbdl kovetkezik, hogy ezen az intervallumon sem teljesiilhet az egyenldség.
(3 pont)
Ezekbdl kovetkezik, hogy 2x* —2x3® +2* =0 egyenletnek nincs valés megoldasa. (1 pont)

A szemléltetés kedveéert: y
Megjegyzés: /
Egy harmadfokt polinomnak harom gydke van, és a ' S

hamis gyokok parosaval fordulnak elé. Ebbdl
kovetkezik, hogy a fliggvény elsd derivaltjanak harom
gyoke van. __; .........

Osszesen: 16 pont
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7) [Egy négyzet alapu csonka giila alapéle 8 cm, feddéle 4 cm hosszi. A csonka gulaba gomb

irhato.

a) Mekkora a csonka gula oldaléle? (8 pont)

b) Mekkora a beirhaté gomb sugara? (5 pont)

c) Hany szazaléka a gomb térfogata a csonka gila térfogatanak? (3 pont)
Megoldds:

¢=4cm

a=8cm
a) Ha megtekintjiik a csonka gula keresztmetszetét, akkor a
kovetkezd sikmetszetet latjuk:
Mivel a kor érinti a négyszog oldalait, ezért felirhatjuk az
érinténégyszog-tételt. Azaz a+c=2d =8+4=2d =d =6.

(4 pont)
Ezutén vessziik a csonka gula oldalnézetét. ¢ =4 cm c
Az ABC csucspontok altal kijelolt derékszogl |
haromszogre felirhato a Pitagorasz-tétel b
b? =22 +6% =b=+/40 =210cm. (3 pont)

Tehét a csonka gila oldaléle b = 2410cm hossza.(1 pont)

a =8 cm A

b) Tekintsiik meg Gjra a test keresztmetszetét et
A DEF csucspontok altal kijelolt derékszogli haromszogre V2N
felithato a Pitagorasz-tétel. 6% =m?+22=>m=+/32=42 . / \
(3 pont) d ' m \ds o
Es még tudjuk, hogy m=2r =r = 242. (1 pont) ) / \
Azaz a gbmb sugara r = 22 = 2,828 cm hossz. (1 pont) asem O E
c) Jeloljik p-vel a két test térfogatanak aranyat. Ekkor a kovetkezdket irhatjuk fel:
4r’n 642
p= Voo _ 3 = 3 ” _1~0,44879 . Tehdt a gomb
Vcsonkag[]la (T + ﬁ‘*‘ t) (64 + ’\/ 64 16 +16) 7 ’
3 " 3 42
térfogata a csonka gula térfogatanak 44,88 %o-a. (3 pont)

Osszesen: 16 pont
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8) Evinek és Zolinak nyolc darab fekete és négy darab piros iiveggoly6ja van a kozos
tarsasjatékukhoz. A fekete iiveggolyok koziil kettonek, a piros iiveggolyok Kkoziil
haromnak repedt a felszine. Eviék a délutini tarsasozas el6tt kivesznek a dobozbél
egymas utan, visszatevés nélkiil négy darab iiveggolyot. Az azonos szini iiveggolyok
kozott nincsen semmi kiilonbség.

A esemény: a Kivett iiveggolyok kozott tobb a piros szinii, mint a fekete.
B esemény: a kivett iiveggolyok kozott nem kevesebb a repedt felszinii, mint a nem repedt

felszinii.

a) Mennyi az A esemény valosziniisége? (3 pont)

b) Mennyi a B esemény valésziniisége? (5 pont)

c) Mennyi a B esemény A eseményre vonatkozo feltételes valésziniisége? (8 pont)
Megoldas:

a) A négy Kivett golyobol harom vagy négy piros. P(A) = =—.

Tehat az A esemény valdszinlisége T (3 pont)

b) A négy Kivett golyobol kettének, haromnak vagy négynek repedt a felszine.

5\(7 5)\(7 5\(7
2)l2)"(3)\1) 4 )lo) 19
P(B) = ==
12
v
C) A négy kivett golyobdl harom vagy négy piros, és kettdnek, haromnak vagy négynek repedt a
felszine.

e Direkt mddszerrel szdmolva azt kell szem eldtt tartanunk, hogy a négy kivett golyobol
haromnak vagy négynek pirosnak kell lennie és ehhez vessziik hozza azokat az eseteket,

, : coin oo 19
. Tehat a B esemény valoszinlisége 3 (5 pont)

P(BNA
amikor ezek kozott legalabb kettonek repedt az alja. P ( B | A) = % =
[3p.r;af ]+ [ (3p.ri1f )(2p.r.;1p;2f 1) (3pr.1p.) |+ [ 2pr.;1p.;1f ]
(Bsszes eset ) -
3)(2 3)(6 3\(1)(2 3)(1 3)(1)(6
+ + + +
311 31 2)\1){1 31 2 )\1){1
(12} 1
4 = E =1 Tehat a B
1 1
15 15
esemény A eseményre vonatkozo6 feltételes valoszintisége 1.

Megjegyzés:
p.r. = piros és repedt golyo; p = piros golyo; f.r.=fehér és repedt golyo; f = fehér golyo

e Belathatjuk, hogy ha A esemény bekovetkezik, akkor az automatikusan magaban hordozza
B esemény bekovetkezését is. A legkedvezdtlenebb esetben is a kivett golyok koziil
legalabb kettének repedt az alja. (2p.r.és1p.és1f.). Ebbdl kovetkezik, hogy B esemény A

eseményre vonatkozo feltételes valdszintisége 1. (8 pont)

Osszesen: 16 pont

-8-
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9) Timi és nagymamaja, Manyi néni a plazabol hazafele menet Timi kedvenc kéromlakk-
markajanak legijabb termékérol beszélgettek. Manyi néni szerint az j termék igen
kedvezoé aron kaphaté. Timi, miutan hazaért, addig kérlelte anyukajat, mig nem kapott
elég pénzt a koromlakk megvasarlasara. Ezek utan Timi a legkozelebbi illatszer boltban
dobbenten tapasztalta, hogy 66 Ft hijan a Manyi néni altal emlitett ar kétszeresébe Keriil
a hon ahitott koromlakkja. Hosszas vivodas utan rajott arra, hogy Manyi néni
életkorabdl fakadoan felcserélte a haromjegyi ar elsé és harmadik szamjegyét.

Mennyit kell Timinek fizetnie a koromlakkért, ha meg akarja venni? (16 pont)
Megoldas:
A feladat szovege alapjan a kovetkez6 egyenletet irhatjuk fel: 2-abc =cbha+66. (2 pont)

Mivel a bal oldali kifejezés paros, ezért a jobb oldali kifejezésnek is parosnak kell lennie.
Ebbdl kovetkezik, hogy lehetséges, hogy a=2, vagy a=4,vagy a=6, vagy a=8. (2 pont)

De mivel a keresett szam haromjegy(i ezért a=2 vagy a=4. (1 pont)
Ha a =4, akkor a jobb oldal 0-ra végzédik. Ekkor viszont ¢ =5 lehet csak, mert a baloldalnak
is 0-ra kell végzddnie. (2 pont)
De ez lehetetlen, mert ekkor a baloldal értéke nagyobb, mint 800, a jobb oldal értéke pedig
kisebb, mint 700. (1 pont)
Ha a =2, akkor a jobb oldal 8-ra végzddik. Ekkor viszont ¢ =4, vagy ¢ =9 lehet csak, mert a
baloldalnak is 8-ra kell végzddnie. (2 pont)
De ¢ =9 nem lehet, mert a baloldal kisebb, mint 600, a jobb oldal pedig nagyobb, mint 900.

(1 pont)
Ezekbdl kovetkezik, hogy a=2 és ¢ =4 lehetséges csak. (1 pont)
Ebbél kovetkezik, hogy 2(@) =4b2+66 = 408+ 20b = 468+10b =10b =60 =b =6

(2 pont)
Tehat Manyi néni emlékeiben szerepld ar 264 Ft, mig a valosagban a koromlakk ara 462 Ft
volt. (1 pont)
Ellenérzés: 2-264—66 = 462 = 462 = 462 (1 pont)

Osszesen: 16 pont

Maximalis elérheté pontszam: 64 pont

A probaérettségi sordan szerezhetd maximadlis pontszam: 115 pont




