Matematika PRE megoldékulcs 2012. januar 21.

MATEMATIKA PROBAERETTSEGI MEGOLDOKULCS
— EMELT SZINT —

1) Adottak a 0; 1515 1; 25 45 5; 7; 7; 8 szamjegyek.
a) Hany darab tizjegyu, S-tel oszthaté szam készitheté az adott szamjegyekbol ugy,
hogy egy szamjegyet csak egyszer hasznalhatunk fel, tehat minden szamjegynek

szerepelnie kell egy adott lehetéségben? (6 pont)
b) Ezek kozott hany olyan szerepel, amikor a 2-es és a 8-as nincsenek egymas mellett?
(7 pont)
Megoldas:
a) Egy szam akkor oszthat6 5-tel, ha 0-ra vagy 5-re végzdodik.
L. eset: 0-ra végzodik. (1 pont)

_______ 0]

Akkor ez a tobbi 9 helyen egy ismétléses permutacié a maradék szamjegyekbdl:

. !
Ploss = o = 362880 = 30240 lehetdség. (1 pont)

II. eset: 5-re végzodik.

s

Ekkor 0-val nem kezd8dhet a szdm, hanem a maradék 8 szdm valamelyikével, ami 8-féle

lehetdség. (1 pont)
A t6bbi helyen pedig 8-féle elem allhat (a 0-at is beleszamitva).
. !
8- Plsar =8- 3'8'2' =8- 40320 = 26880 lehetdség. (1 pont)
A két esetet Gsszeadva 30240 + 26880 = 57120 db szam készithetd, amely 5-tel oszthato.
(2 pont)

b) Elészor szamoljuk ki, hogy hany olyan eset van, amikor egymas mellett szerepelnek, tehat:
(2 8) vagy (82), igy valgjaban egy ,,kétjegyli” szamrol beszéliink.
8! 5. 40320

I eset: ha O-ra végzédik =2-P',, =2- ST = 6720 lehetdség. (2 pont)
II. eset: ha 5-re végzddik (és nem all 0 az els6 helyen).

=2-7Par =27 3:’2! 142040 _ 5880 lehetéség. (2 pont)
Tehat 6720 + 5880 = 12600 esetben all egymas mellett a 2-es és a 8-as, (1 pont)
igy 57120-12600 = 44520 db szam esetén nem allnak egymas mellett. (2 pont)

Osszesen: 13 pont
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2) Legyen adott a koordinatasikon a kovetkezé harom pont: A(— 3;4); B(S;—Z) és C (1;10).
Adjon meg egy olyan P pontot koordinatai segitségével, amelyre teljesiil, hogy...
a) PA+PB=0 (5 pont)
b) PA+PB+PC=0 (4 pont)
¢) Milyen nevezetes pontjai a harom pont altal meghatarozott haromszognek az a) és b)
pontban kapott pontok? (4 pont)
Megoldas:
a)
6 -4 r8
4] (1 pont)
A felezépont definicidja alapjan:
PlA(_3_x1;4_y1)
BB(S—XI;—Z—)/I) (1 pont)
PA+PB=(2-2x;2-2y,)=(0,0) =2-2x,=0 2-2y,=0 (2 pon)
xl = 1 yl =
A keresett pont: P, (1;1) (1 pont)
b) A stlypont definicidja alapjan:
[)2A(_3_x2;4_y2)
PzB(S —Xy5-2-, )
PzC(l_xz;lo_yz) (1 pont)
P A+PB+P,C=(3-3x,;2-3y,)=(0;0) =3-3x,=0 12-3y,=0 (2 pon)
x2 = 1 y2 =
A keresett pont: P, (1;4) (1 pont)
c) 4 er B _ ( — 32+ > : 4 ; 2) = (1;1) tehat P, az AB felezépontja. (2 pont)
A+ ]; +C = ( -3 +35 +1 ; 4- 23+ 10) = (1;4) tehat P,az ABC haromszog silypontja. (2 pont)

Osszesen: 13 pont
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3) Oldja meg a valos szamok halmazan a kovetkezo egyenleteket!
a) ‘xz —3x—10‘ —\— x? +3x+28‘ =0 (9 pont)
b) \xl —3x—10‘+‘—x2 +3x+28‘=0 (2 pont)
Megoldas:
a) |x*=3x-10)-|-x +3x+28/ =0
|(x—5)(x+2]—|—(x—7)(x+4] =0 (1 pont)
| |
| |
| | | |
IR Lo
(I Lo (1 pont)
[.ésV.eset,ha x <-4 vagy x=7
x* =3x-10-x" +3x+28 =0 =18 = 0 ellentmondasra jutottunk. (2 pont)
Il.ésIV.eset,ha —4=<x<-2 vagy S=<x<7
x*=3x-10+x>-3x-28=0
2x> —6x-38=0 (2 pont)
x*-3x-19=0 = megoldva:x,, = 3 ig/g =x, ~6,11€ET;x, ~-3,11€ET
IIl. eset,ha —2<x<5
—x* +3x+10+ x> —=3x-28 = 0= —18 = 0 ellentmondasra jutottunk. (2 pont)
A megoldés tehat, az eseteket Osszegezve: xe{3 _;/g ; 3 +;/g} (1 pont)
b) [x* =3x-10|+[-x* +3x+28 =0
Mivel két abszolutérték 6sszege csak akkor 0, ha mindkettd 0, ezért vizsgaljuk a zérushelyeket,
amelyek a kovetkezdk:
Xl = 5 , x3 = 7 , , . ’ IS4
és = megallapithatjuk, hogy a két abszolutérték nem lesz egyszerre 0
X, ==2 x, =-4
(1 pont)
Tehat nincs olyan valés x, amely kielégiti az egyenletet. (1 pont)
Osszesen: 11 pont
4) Az egész szamok halmazan tekintsiik a kovetkezo tulajdonsagu halmazokat:

A, = {a 3 - mal oszthato egész szémok}
A, = { a4-gyel oszthatoegész szémok}

A, = { all-gyel oszthatoegész szzimok}.
Hany olyan egész szam talalhato 895 és 2012 kozott, amely a megadott halmazok koziil...

a) pontosan egynek eleme; (3 pont)
b) pontosan kettonek eleme; (3 pont)
¢) mindharomnak eleme; (3 pont)
d) egyiknek sem eleme? (5 pont)
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Megoldas:

Felirhato pontosan 7 db 895 és 2012 koz¢ esé szdmtani sorozat, melyeknek differencidi rendre:
3; 4 11; (3-4)=12; (3-11)=33; (4-11)=44; (3-4-11)=132. Tehat ezek alapjin
kiszamolhatéak az elemszamok. Fontos, hogy a 895 és a 2012 nem esnek bele a vizsgalt
halmazokba!

A5 esetén: 2010 =897 +3-(n—1)=n = 372=|4,| =372

Aq esetén: 2008 =896 +4- (1 —1)=>n = 279=>|4,| = 279

Ay esetén: 2002 =902 +11-(n - 1)=n =101=|4,| = 101

Ay N A, esetén: 2004 =900+12-(n-1)=n=93=|4, N 4,|] =93

A, N A, esetén: 1980 =924+ 33-(n-1)=n=33=|4, N 4,|=33

A, N A, esetén: 1980 =924 +44-(n-1)=n=25=[4, N 4,|=25

A, N A, N A, esetén: 1980 =924 +132-(n—-1)=n=9=|4, N 4, N 4| =9
|4y | + |4, +]A4| - 2|4, NV A -2+ |4, N A4y |-2-]4, N A4, |+3:[4, N4, N4, |=

=372+279+101-186-66-50+27 =477 (2 pont)
477 db egész szam szerepel a 895 és a 2012 kdzott, amelyre egy tulajdonsag igaz. (1 pont)
|4, N A +]4, N A4, +]|4, N Ay -3]4, N4, N A, =93+33+25-27 =124 (2 pont)
124 db egész szam szerepel a 895 és a 2012 kozott, amelyre két tulajdonsag igaz. (1 pont)
A fenti szamitasokbol adodik, hogy 9 db egész szam szerepel a 895 és a 2012 kozott, amelyre
harom tulajdonsag igaz. (3 pont)

Szita formula alapjan szamolva:
|4y |+ |4, +]A4,| - |4, NV A -4, N A4y | -4, VA +]4, N4, N 4| =

=372+279+101-93-33-25+9=610 (1 pont)
610 darab egész szdm van a 895 ¢és a 2012 kozott, amely rendelkezik valamelyik fenti
tulajdonsaggal. (1 pont)
2012 -895=1117 = 1116 db szdm van a két szam kozott. (1 pont)
1116 -610 =506 (1 pont)

Tehat 506 db szam van a 895 és a 2012 kozott, amelyre egyik tulajdonsdg sem igaz. (1 pont)

Megjegyzés: Ezeket Venn-diagrammal is meg lehet adni az elemszdmok kiszamitdsa utan, de a
kiils6 elemszamra itt is mindenképpen alkalmazni kell a szita-formuldt. Az a), b), c)
feladatrészekre a valaszok pedig egyszerii 6sszeadassal kijonnek.

a) 255+170+52 =477

b) 84+24+16=124

c) 9

A pontszam természetesen ezen modszer alkalmazasa esetén is jar.

Osszesen: 14 pont

Maximalis elérhetd pontszam: 51 pont
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S5) Hat lany az alabbi mennyiségi orat tolti a konditeremben hetente:

Anna 4
Klaudia 1,2
Saci
Kata 2.4
Dori 3
Judit 6
Tudjuk még azt is, hogy a harmonikus atlag: 1,8461.
a) Szamitsa ki, hogy Saci mennyi idot tolt az edzéteremben egy héten! (4 pont)
b) Mekkora a szoras és a median? Az eredményt két tizedesjegyre kerekitve adja meg!
(6 pont)
¢) Abrazolja hisztogramon a linyok konditerem-litogatasi szokasait! (3 pont)
d) Mennyivel valtozik a szamtani atlag, ha Saci haromszor annyi idot tolt edzéssel, mint
eddig? (3 pont)

Megoldas:
a) A harmonikus atlag kiszdmitasi modja az értékek behelyettesitésével:

6
= 2 pont
T 1T 1 1 1 1 1,8461 (2 pont)
t—t+—+—+—+—
4 12 x 24 3 6
Rendezve:
l+L+1+L+1+1=3,25:>1=1,25 (1 pont)
4 1,2 x 24 3 6 X
x=0,8
Saci 0,8 orat tolt az edzéteremben egy héten. (1 pont)
b) y =209 ezt felhasznalva a szorés: (1 pont)
\/ (4-29) +(1.2-29) +(08-2.9) +(2.4-29) +(3-29F +(6-29)" _ | ..
6 9
(3 pont)
. L s , 2,4+3
A medién jelen esetben a két kdzépso elem atlaga: =27 (2 pont)
Konditerem-latogatasok
7 6
6
5
4
3
2
1
0
Anna  Klaudia Saci Kata Dori Judit
C) (3 pont)
d) Az atlag: 212 2’46+ 2443+6 3167 (2 pont)
A kettd kozotti kiilonbség pedig: 3,167 —2,9= 0,27 (1 pont)

Osszesen: 16 pont
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6)

a) Abrazolja koordinata-rendszerben az alabbi fiiggvényeket!

fiy=x"-10x+30

g:y=-2x" +20x-42 (4 pont)
b) Szamitsa ki a két fiiggvény altal kozbezart teriiletet! (6 pont)

¢) Mekkora lesz annak az alakzatnak a térfogata, melyet az g fiiggvény és az x tengely
altal kozbezart teriilet x tengely koriili forgatasaval kapunk? Forgastest térfogatat a

T f f 2(x) képlet segitségével kapjuk meg. (6 pont)
Megoldas:
30
20
10
0
5 0 5 10
-10 4
204
a) (4 pont)

b) A konkav parabola egyenletébdl a masikat kivonva megkapjuk azt a fliggvényt melyet 4-6-
ig integralva a keresett teriiletet kapjuk eredményiil.

6
[-3x* 4300 - 72={[- " +15x = 72x]= 216+ 540~ 432 (- 64+ 240~ 288) = 4 (6 pon)
4

c) Am f f? (x) képletbe behelyettesitve és a Newton-Leibnitz formulat alkalmazva:

7 5 3
4% _20x* + 298 04042 £ 1764x | = %n (6 pont)

3
Osszesen: 16 pont
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7) Az alabbi telek sarkaiban J és K pont. A koztiik 1évé legrovidebb ut 13 méter. A kert

kozéppontosan szimemtrikus a JK felezopontjara. A Kert
szélessége szintén 13 méter, oldalai egész szamua méterek. K-nal
143,13°-0s szogben van a telek sarka.

a) Mekkora a telek keriilete és teriilete? (8 pont)

b) A KH, E, JM , és NO oldalak derékszogi haromszog alaku

teriiletek atfogoi. Ezekbe és az ismeretlen négy pont altal
bezart teriiletbe kék viragokat iiltetiink. Mennyi pénzt kell
kolteniiitk, ha a kimaradt teriiletekre fehér viragokat
akarnak iiltetni és egy zsak mag 12 345 Ft-ba Keriil és 1 m’-
re elég? (5 pont)
¢) Milyen magas lesz a Kkerités, amivel a telket szeretnénk
korbekeriteni, ha 63 m” alapanyag van hozza?

(3 pont)

Megoldas:

a)

Behtzva a 2-2 hosszlsag és szélesség jelolé segédvonalat

keletkezik 4 db egybevagd der¢kszogii haromsz6g. Melynek

H |

szogei 53,13° illetve 36,87°-o0sak. A sinusokat kiszamolva %-6‘[ és
5

%-ét kapunk, amelybdl 3x, 4x és 5x a haromszog oldalai.

Mivel a kert szélessége 13 méter, igy x értéke minimum és
maximum 1.
Abra elkészitése: (4 pont)

Az FF, igy 13-8 =5. Az OKJ haromszogre felirva a Pithagorasz-tételt kijon, hogy oJ=12

méter és FF, = 6 méter. fgy maér ki tudjuk szamitani a teriiletet, amely:
T-= (6-4)-2+(5-3)-2+(%)-4+6-5 =132 m’

A kertilet pedig: 5:6+6-2= 42 m

b) A keresett teriiletek 0sszege: (6 : 4)- 2+(5 3)- 2=78m’

c)

?

78-12345=962910
Tehat 962 910 Ft kell a tertuiletekre.
63

6-x+6 x+(5x)6=63 2x=63=x=_"

1,5 m magas lesz a kerités.

(2 pont)

(2 pont)

(3 pont)

(2 pont)

(3 pont)

Osszesen: 16 pont
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8) Egy csucsan allo négyzet alapu gulaba sziniiltig viznek latszo folyadékot ontiink. A gula

alapjanak koré irhaté korének sugara R. A guliaba beledobunk egy g sugaru fémgolyot.

a) A viz mekkora része szorul ki, ha a magassag M = R-n?

(5 pont)

b) Ha a gula oldaléle 10 méter, az alapjanak oldala 2 méter, akkor milyen hosszu lesz az

azonos térfogata kup alkotdja?
¢) Mekkora a gula, és mekkora a kup felszine?

Megoldas:
2
R
a) A gula térfogata: 3nm, a golyoé: 3
m = Rx
2R 3 —R’n
V2R gula: 2]; n; golyo: 8

Tehat a viz % -e folyik ki.

b) Ahol m, az oldallap magassaga:

w/ I\ m =10 -1> =99
2

Ahol m; a gula magassaga:

\/ﬂmz m, = V(@)z_lz = /98

4'\/9_8_ rzn'\/9_8

V. =

gula 3 up 3
4
r’n=4 = r=|-
TT

[ 4
@ =*i08 = 4= o+l
n n

) A ~2"@+4=4~(\/®+1)z 43,79

2
Ay =0 +rnr? +m’ =iﬂ+1/i'ﬂ?‘1f99+f ~ 39,32
n n n

=4

(6 pont)
(5 pont)

(3 pont)

(2 pont)

(2 pont)

(2 pont)

(2 pont)
(2 pont)

(3 pont)

Osszesen: 16 pont
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9) Niki néni és Levi bacsi takaritanak. Harom féle tisztitoszeriik van. Egy 45%-o0s, egy 73%-
os és egy 22%-o0s toménységii. A higitashoz vizet hasznalunk.
a) Mennyi vizzel kell higitanunk oket kiilon-kiilon, ha 32%-os oldatot szeretnénk?

(5 pont)

b) Niki néni és Levi bacsi ugy dontenek, hogy felhasznaljak a tisztitoszereket. Niki néni
dolgozik harom orat, majd Levi bacsi egyet. Mennyit dolgozzanak egyiitt, ha kiilon-
kiilon 6, illetve 8 ora alatt végeznek? (6 pont)

¢) Levi bacsi nagyon elfaradt ezért segitsen neki megoldani a kisfia hazi feladatat! ,,Ha
egy kétjegyu szamot elosztunk szamjegyei osszegével hanyadosul 4-et, maradékul 9-
et kapunk. Ha viszont e szamot szamjegyeinek szorzataval osztjuk el, akkor

hanyadosul 1-et, maradékul 15-6t kapunk.” Melyik ez a szam? (5 pont)
Megoldas:
a) 1.0,73-x+0-(1-x)=032"1 _032 0438 = 0,562 vizkell
1. 0,45 x+0-(1-x)=032"1 _932 0,71 = 0,28 vizkell
0,32 . -
II. 0,22-x+0- (1 - x) =0,32-1 X = 0 nem lehet erésebbre higitani (5 pont)
b)
1 ora alatt | 3 oOra alatt
1
Niki — 3
6 6
. 1
Levi —=
8
3 1 12+3 15
=T 2 pont
6 8 24 24 (2 pont)
A maradék % munkat egyiitt csinaljak meg. (2 pont)

Egy ora alatt % munkat csindlnak meg egyiitt, tehat a munka % részét 1 ora 17,14 perc

alatt végzik el.

¢) 4x+y)+9=10x+y

xy+15=10x+y

xy-y=10x-15 = y=

4(x+10x_15)+9=10x+

x-1

Rendezve: 6x” -45x+54=0 = x,

10x -15
x-1
10x =15

x-1

(2 pont)

(3 pont)

= 6; x, = 1,5, de mivel csak egész szam lehet megoldas,

ezért: x=6, y =9. A keresett szam a 69. (2 pont)

Osszesen: 16 pont

Maximalis elérheté pontszam: 64

A probaérettségi sordn szerezheto maximalis pontszam: 115




