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1. Véletlen Kkisérletek,
esemeényalgebrak
Valoszinlsége véletlen eseményeknek van

Véletlen esemény:

e nem tudjuk elére megmondani, hogy beko-
vetkezik-e, vagy sem

-

o Véletlen jelenségekkel, véletlen kimenetell
kisérletekkel kapcsolatosak



MinOségellenbrzés: n termékbol kivalaszta-
nak m darabot (m<n), és megszamoljak,
hogy hany selejtes van; lehetséges kimene-
telek: az 2 := {0,1,2,...,m} halmaz ele-
mei

Hagyomanyos lottd: megjelolunk 5 szamot
90-bdbl, és megszamoljuk, hogy hany talala-
tunk van; lehetséges kimenetelek: az 2 :=
{0,1,2,3,4,5} halmaz elemei

Ragalyos fertdzés terjedése, csapadékmeny-
nyiség alakulasa, szeizmograf mozgasa, sor-
hosszusag alakulasa pénztaraknal, szeren-
csejatékok, tbzsdei aringadozasok



Elemi események: a Kisérlet lehetséges kime-
netelei

Eseménytér: az elemi események halmaza;
jelolés: 2

Esemeény: az eseménytér részhalmazai; jelolés:
A CQ

Ha az w € 2 elemi esemény kovetkezett be,
eés w € A, akkor az A esemény bekbvetkezett,
ha pedig w & A, akkor az A esemény nem
kovetkezett be

Biztos esemeény: amely mindig bekovetkezik;
be lehet azonositani az €2 halmazzal

Lehetetlen esemény: amely sohasem kovet-
kezik be; be lehet azonositani az () ures hal-
mazzal



Logikai muveletek esemeényekkel:

e Minden A eseménnyel kapcsolatban te-
Kinthetjiik az A ellentett (komplementer)
esemeényeéet: pontosan akkor kovetkezik be,
amikor az A esemény nem kovetkezik be;
jelblése: A

e Az A és B események 0sszedge (unidja)
az az esemény, amely pontosan akkor ko-
vetkezik be, amikoraz A és B események
kozul legalabb az egyik bekovetkezik; jelO-
lése: A+ B vagy AUB

e Az A és B események szorzata (metszete)
az az esemény, amely pontosan akkor koO-
vetkezik be, amikor az A és B események
mindegyike bekoOvetkezik; jelolése: A - B
vagy ANBKB



Az A és B események kulonbsége az az
esemény, amely pontosan akkor kovetkezik
be, amikor az A esemény bekovetkezik, a
B esemény pedig nem; jelolése: A— B vagy
A\ B

Az A és B események szimmetrikus dif-
ferenciaja az az esemeény, amely akkor ko-
vetkezik be, amikor az A és B események
kozul pontosan egy kovetkezik be; jelOlése:
AN B

Azt mondjuk, hogy az A és B események
Kizarjak egymast (diszjunktak), ha egy-
szerre nem kovetkezhetnek be

Azt mondjuk, hogy az A esemény maga
utan vonja a B eseményt, ha az A esemény
bekoOvetkezése esetén mindig bekovetkezik
a B esemény is; jelolése: A= B



Ervényesek a kdvetkezd dsszefliggések:

e Kommutativitas: A+ B=B + A,
A-B=B-A

e asszociativitas: A+ (B+C) = (A+B)+C,
A-(B-C)=(A-B)-C

e idempotencia: A+ A=A, A- A=A

e disztributivitas: A-(B4+C) = (A-B)+(A-C),
A+ (B-C)=(A+B)-(A+C)

e de Morgan-féle azonossagok:

A+B=A-B, A-B=A+4+B

o A— B=A-B



AAB=(A—B)+(B-A)

A és B kizarjak egymast akkor és csak akkor,
ha A-B=10

A = B akkor és csak akkor, ha A-B = A,
illetve akkor és csak akkor, ha A+ B = B,

illetve akkor és csak akkor, ha B= A



Eseményalgebra: események olyan A hal-

maza, mely tartalmazza a biztos eseményt, és

zart a komplementerképzésre és az unioképzésre
Példaul € 0Osszes részhalmazainak A := 2%
rendszere

o-algebra: olyan eseményalgebra, mely zart a
megszamlalhatd unidképzésre



1. Egy pénzdarab feldobasa esetén
Q = {fej,iras}.
De lehet a fejhez a 0, az irashoz pedig az
1 szamot hozzarendelni, és igy 2 = {0,1}.
Nyilvan
A=2%={0,{0},{1},2}.

Ekkor az elemi események szama: |Q2| = 2,
az Bsszes események szama pedig 2% = 4.
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2. n-Szer dobva egy pénzdarabbal:

Q={w=1_(ay,ap,...,an) :a; =0 vagy 1}.

Ekkor || = 27, |28 = 22", Ha n darab
egyforma pénzdarabot egyidbben dobunk
fel, akkor is lehet ugyanezt az eseményteret
tekinteni, hiszen a kisérlet kimenetelét nem
valtoztatja meg, ha megszamozzuk a pénz-
darabokat. De lehet csak a megkulonboz-
tethetd kimenetelekre szoritkozni: ezek sza-
ma n+ 1. Az elsO eseménytér altalaban
alkalmasabb, mert példaul szabalyos pénz-
darab esetén az elemi események egyforma
esélylek!
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3. Egy zsakban n kulonb6zd szint golyd van.
Kihtuzunk ezek kozul k£ darabot; négy le-
hetdség van aszerint, hogy visszatevéssel
vagy visszatevés nélkil huzunk (az utdbbi
esetben k<n sziikséges), és aszerint, hogy
a sorrend szamit vagy nem szamit. Ez a
kisérlet ekvivalens azzal a kisérlettel, amikor
n rekeszbe helyezunk el k targyat; az elbbbi
négy lehetdség annak felel meg, hogy egy
rekeszbe tobb targy is kerulhet vagy csak
eqgy, illetve a targyak meg vannak Kkulon-
boztetve, vagy nem.
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e Ha n kulonbozd elem kozul huzunk vissza-
tevés nélkul ugy, hogy a sorrend szamit,
és kihuzzuk az 0sszes n elemet (ami az-
zal ekvivalens, hogy n elemet sorbaallitunk;
ezeket permutacioknak nevezziik), akkor
a lehetbségek szama

nl=1.2-.--. n,

hiszen az elsd huzasnal még n lehetbség
van, a masodiknal n—1, stb., és ezek szor-
zata adja az eredményt.

e Ha n kKulonbozso elem kozul k elemet huzunk
visszatevés nélkil (ahol k<n) ugy, hogy
a sorrend szamit (ezeket ismétlés nélkuli
variacioknak nevezzik), akkor a lehet6sé-
gek szama

nin—1)---(n—k+1),

amit az el6zd6hoz hasonlé gondolatmenet-
tel bizonyithatunk.
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e Ha n kulonbozso elem kozul k elemet huzunk
visszatevéssel ugy, hogy a sorrend szamit
(ezeket ismétléses variacioknak nevezziik),
akkor a lehetdségek szama

n”,

hiszen minden huzasnal n lehetdség van.

e Ha n kulonbozb elem kozul £ elemet huzunk
visszatevés nélkil (ahol k<n) ugy, hogy a
sorrend nem szamit (ezeket ismétlés nél-
kuli kombinacidknak nevezziik), akkor a
lehetbségek szama

n\ n! _nn—-1)---(n—k+1)
(k> o kl(n—k)! k! !
hiszen a megfeleld ismétlés nélkuli variaci-
okat ugy lehet megkapni, hogy a kihuzott
k elemet az 0sszes lehetséges modon sor-
parakjuk; ezek szama pedig mindig k!.
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e Ha n kulonbozb elem kozul k£ elemet hdzunk
visszatevéssel ugy, hogy a sorrend nem sza-
mit (ezeket ismétléses kombinacioknak
nevezziik), akkor a lehetfségek szama

(417

amit ugy lehet belatni, hogy a kisérlet Ki-
meneteleihez egyértelmien hozza lehet ren-
delni egy olyan sorozatot, mely n—1 darab
egyesbOl és k darab nullabdl all, és ugy
kell értelmezni, hogy az elsd egyesig lev)
nullak szama (ami O is lehet) jelenti az elsd
fajta elembdl huzottak szamat, az elsd és
masodik egyes kozé irt nullak szama jelenti
a masodik fajta elembdl huzottak szamat,
stb.; az ilyen nulla—egy sorozatok szama

pedig nyilvan
(n + k — 1)
k Y

hiszen azt kell megmondani, hogy az n +
k—1 hely kozul melyik k helyre keruljon
nulla.

15



4. Adva van n kartya; ezeket osztjuk szét k
jatékos koOzot ugy, hogy sorban ny, no, ...,
ni Kartyat kapjanak, ahol n{ +no + --- +
n = n, €S az egy jatékoshoz keruld lapok
sorrendje nem szamit (ezeket ismétléses
permutacioknak nevezziik). Ekkor az ese-
Mménytér elemeinek szama

n!

€2] =

nilnol - -ng!l’

hiszen a kartyak mn! szamu permutacioit
ugy lehet ezekbdl a leosztasokbol megkapni,
hogy az egy jatékoshoz keriult nq, no, ...,
ng Kartyat tetszdleges sorrendbe helyezzuk.

5. Addig dobalunk egy érmével, mig az elsd
fejet sikerul elérni. Ekkor

Q = {f,if, iif, iiif, .. ., oo},

ahol i azt a lehetséges kimenetelt jelOli,
amikor csak irast dobunk a végtelenségig.
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2. Valoszinuség
n VEletlen, fuggetlen Kkisérletetet hajtunk végre
A esemény

kn(A) : A gyakorisaga; (ahanyszor A bekov.)
véletlen mennyiség; lehetséges értékei: 0,1,...,n

A relativ gyakorisaga: vp(A) (=

Tapasztalat: egy A esemény relativ gyako-
risaga egyre Kisebb kilengésekkel ingadozik egy
szam korul middn n—et noveljuk; ezt nevezzuk
A valoszinlségének
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Tulajdonsagai:
e O0<(A)<1 tetszbleges A € A esetén,
e ,(0) =0, () =1

e ha A és B egymast kizaro események, akkor

vn(AUB) = vp(A) +vn(B)

e ha A1, Aop,...paronként egymast kizaroak,
akkor

Un ( U Aj) = > vn(4))
=1

=1
o /(A)=1—-vy(A) ha Ac A,
e ha AC B, akkor vn(A)<vn(B)

(De ezek a tulajdonsagok nem fliggetlenek.)
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Valosziniségi mezo: (2, A,P), ahol
e 2 egy nemires halmaz (az eseménytér);

o AC 2% az Q bizonyos részhalmazaibdl
allé o-algebra (az események);

e P: A— R olyan leképezés, melyre

(a) OKP(A)<1 tetszb6leges A € A esetén,
(b) P(©2) =1,

(c) ha A1,A>,... € A paronként diszjunk-
tak, akkor

s ( ) Aj) — S pay).
j=1 j=1

(Ezt a tulajdonsagot o-additivitasnak
nevezzik).
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Tulajdonsagai:

e P(0) =0
(hiszen ha P(@) > O volna, akkor (c)-ben
Ay = Ar = ... = () valasztassal ellent-

mondasra jutnank)

e Ha Aq,Ao,..., An € A paronként diszjunk-
tak, akkor

n n
- ( ) Aj> S pa),
J=1 J=1
Ezt a tulajdonsagot véges additivitasnak
nevezziik; ugy bizonyithatd, hogy (c¢)-t al-
kalmazzuk A,4+1 = A 40 = ... = () esetére,
és alkalmazzuk azt, hogy P(0) = 0.

o P(A) =1 — P(A)

(hiszen 2 = AU A diszjunkt felbontas, igy
1 =P(Q2) =P(AUA) =P(A) +P(A))
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e Ha A C B, akkor

P(A) <P(B), P(B\ A) =P(B) —P(A).

Ezt a tulajdonsagot monotonitasnak ne-
vezzuk; ugy lehet belatni, hogy A C B esetén
B =AU (B\ A) diszjunkt felbontas, ezért

P(B) = P(A) +P(B\ A)=2P(A).

o tetszbleges A, B € A esetén
P(AUB) =P(A) +P(B) — P(AN B),
hiszen
AUB = [A\(AHB)]u[B\(AmB)]u(AmB)

diszjunkt felbontas, ezért AN B C A és
ANB CB miatt

P(AUB) = [P(A) —P(AN B)}
+ [P(B) —P(AN B)} + P(AN B).
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o tetszbleges A, B,C ¢ A esetén

P(AUBUQCQC)

= P(4) +P(B) + P(C)
—P(ANB)—-P(ANC)—-P(BNQO)
+P(ANBNCOC),

hiszen
P((AUB)UC)
=P(AUB)+P(C) —P((AUB)NC),
es
P((AUB) mo) — P((Arm) U (BmC))

—P(ANC)+P(BNC)
—P((AmC)m(BmC)),

ahol (AnC)Nn(BNC)=AnNnBNC.
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Diszkrét valoszinuségi mezo: 2 véges vagy
megszamlalhatéan végtelen, azaz

Q ={wi,wy,...,wn}
vagy
Q =A{wq,wyp,...}

alakd, és A = 252,

Ekkor tetszbleges A € A esemény elball az

A= |J {wi}

1 w;€A
diszjunkt felbontas alakjaban, igy

P(A)= > PHwi}).
1iw;EA
Ezért elég megadni az elemi események va-
I6szinlségeit, a p;, = P{w;}) (¢ = 1,2,...)
szamokat ahhoz, hogy tetszbleges esemény va-
|0szinlségét ki tudjuk szamolni.
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Nyilvan szikséges az, hogy ezek a {p1,p2,...}
szamok nemnegativak legyenek és 0sszeguk 1
legyen, hiszen

sz‘ = Z P({w;}) =P (U&%}) = P(Q) = 1.

i
Ekkor azt mondjuk, hogy {p1,p>,...} eloszlast
alkotnak.

Ha
Q={wi,wp,...,wnN}
és
. 1
pP1 — P2 — — PN — N’
akkor
1 Al
1iw;EA N’i:wZEA N
vagyis

kedvezd kimenetelek szama
dsszes kimenetelek szama

P(A) =

24



Péeldak:

1. Két érmét feldobva mennyi annak a valo-
szinlsége, hogy egy fej és egy iras legyen
az eredmény?

Ekkor a két érmét megkulonboztetve az
Q = {ff, fi, if,ii}

eseményteret kapjuk, amelyben a kimene-
telek egyforma valdszinlséglek, igy az

A = {fi,if}
esemeény valdszinusége
2 1
P(A) = — = —
(4) 4 2
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2. Mennyi a valoszinisége, hogy egy n tagu
tarsasagban van legalabb két olyan személy,
akiknek ugyanakkor van a szuletésnapja?
(Feltessziik, hogy a szok&nap nem lehet.)

Nyilvan n > 365 esetén (a ,,skatulya-elv”
miatt) ez biztos esemény, igy ekkor a valo-
szinlség 1.

Ha pedig n<365, akkor az ellentett ese-
ménnyel szamolva

365-364--- (365 —n+ 1)
365"

P(A) =1-—

365!
(365 — n)! - 365"

(0.284 han=16
)0.476  ha n =22

0.507 ha n =23
10.891 han =40

Q
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Valoszinuségek geometriai Kiszamitasi modja
Q C Rk

,,minden pont egyenld valdszinuségl'', azaz
egy A C 2 részhalmaz valoszinliisége A mér-
tékével aranyos, vagyis

P(A) = u(A)

u(2)’
ahol p az illetd halmaz mértékét jeloli:

e k=1 esetén 0sszhossz,

e k=2 esetén terulet,

o k=3 esetén térfogat.
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Példa: Egy egységnyi hosszusagu szakaszt két,
talalomra kivalasztott ponttal harom szakaszra
bontunk fel. Mennyi annak a valdszinlsége,
hogy a harom szakaszbol haromszoget lehet
szerkeszteni?

Jelolje a két, talalomra kivalasztott pont helyét
x,y € [0,1]. A két pont taldalomra valo kivalasz-
tasat ugy értelmezzuk, hogy annak a valdészinu-
sége, hogy az (x,y) pont a [0, 1] x [0, 1] négyzet
valamely részhalmazaba esik, a részhalmaz te-
ruletével aranyos. A keresett valdszinlség ezért
annak a halmaznak a terulete, melynek pont-
jaira fennallnak a kovetkezd egyenlbtlenségek:

O<z<y<l, 1-y<uy,
r<l—z, y—z<l—-—y—+=x

vagy

O<y<z<l 1—z<u,
y<l—y, xx—y<l-—zxz+4y,
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aZa”Zz
1 _
O<x<§<y<1 és

vagy

1
O<y<§<x<1 és

1
_x —
J >
1
Tr — —.
IS5

Ezért a keresett valdszinlség 0.25.
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3. Feltételes valoszinuség
Tekintsuk az A és B eseményeket.

Hogyan definialjuk az A esemény feltételes
valoszinuségét a B feltétel mellett (azaz ha
tudjuk, hogy a B esemény bekOvetkezett) 7

n fuggetlen Kkisérletet végzunk
kn(B) alkalommal kdvetkezik be a B esemény

ezen esetekben k,(ANB) alkalommal kdvetkezik
be egyuttal az A esemény is

Igy az A esemény feltételes relativ gyako-
risaga azon feltétel mellett, hogy B beko-
vetkezik

kn(ANB)  wvn(ANDB)

Vn(A| B) = kn(B) vn(B)

30



Mivel a vp(B) és vn,(ANB) relativ gyakorisagok
a P(B) illetve P(ANB) valoészinliségek kordl in-
gadoznak, ezért természetes az A eseménynek
a B eseményre vonatkozo feltételes valoszini-
S€gét a
P(AN B)

P(B)
képlettel értelmezni, hacsak P(B) > 0.

P(A| B) :=
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Peldak:

1. Mennyi a valoszinlsége, hogy egy kétgyer-
mekes csaladban mindkét gyerek fiu, ha
tudjuk, hogy

e az idOsebb gyerek fiu;
e |legalabb az egyik gyerek fia 7

Ekkor az eseménytér
Q={FF,FL,LF,LL},

melynek elemei egyforman 1/4 valoszinl-
ségliek. Legyen

A = {mindkét gyerek fiu} = {FF},
B1 = {az id6sebb gyerek fiu} = {FF,FL},
B> := {legalabb az egyik gyerek fiu}

= {FF,FL,LF}.
Nyilvan AN By = AN By = {FF}, igy
P(A| By) =1/2, P(A| B>) =1/3.
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2. Bridzsnél osztaskor 2 aszt kapott valaki.
Mennyi a valoszinlisége, hogy a masik 2
asz a partnerénél van?

Az 0sszes leosztasok szama
52l
(13DH4
ezek egyforma valdszinlségiek. Ezekbdl

2) (22) o

olyan leosztas van, melynél az elsd jatékos
2 aszt kap, és ezek kOzott pedig

2) (1) (3] a2

olyan leosztas van, melynél a masik 2 asz a
partnerénél van. Tehat a keresett feltételes
valoszinlség

5 () G e _2
(g) ' (ﬁ> ' (1339!!)3 19
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Persze lehetne olyan eseményteret valasztani,
amelynél szamit a lapok sorrendje; ekkor az
2| = 52! szamu elemi esemény Ujra egyenld
valoszinliségl, de ekkor a kedvezO esetek sza-
manal is figyelembe kell venni a lapok sorrendjét!

Ezt az eredményt ugy is meg lehet kapni, hogy
mivel az elsO jatékosnak mar kiosztottak 2 aszt,
Igy az a kérdés, hogy a masik 2 aszt a lehetséges
39 egyenld valdszinliségi helyre kiosztva meny-
nyi annak a valoszinlisége, hogy mind a kettd
a partner 13 lapja kozé kerul? Ekkor az 0sszes

esetek szama (329), a kedvezd esetek szama

pedig (123), gy az eredmeény

(%) 12,13 2

(39) ~38-39 19

2
(Hasonlé médon annak a valésziniisége, hogy a
partnernél 1 dsz van: 205, annak a valoszinlisége

pedig, hogy a partnernél nincs asz: z%5.)
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Nyilvan P(ANn B) = P(A)P(B | A) melynek
altalanositasa:

Lancszabaly:
P(AiNA>nN---NAp)
= P(A1) - P(Az | A1) - P(A3| A1 N Ap)
o P(AR | ATN AN N A1),
hacsak P(A1NA>nN---NA,_1)>0.

Bizonyitas. Az allitas igaz n =1 esetén.
Tegyuk fel, hogy igaz n = k—ra. Mivel

P(Ak_|_1|A1ﬂA2ﬁ---ﬂAk)
- P(AlﬂAgﬂ---ﬁAkﬂAk+1)
o P(AiNA>nN---NAL) ’

ezeért

P(AlﬁAgﬂ---ﬂAkﬂAk_l_l)
=P(A1NAs>N---NAL)

X P(Ak_|_1 | Ay NArxn---NAL),
amibdl az indukcios feltevést hasznalva kapjuk
az allitast n =k + 1-re. L]
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Példa: Huzzunk ki a 32 lapos magyar kartyabol
harmat visszatevés nélkul. Mennyi a valoszini-
sége, hogy az elsd és a harmadik kihuzott lap
piros, a masodik pedig nem az?

Jelolje A; (1« = 1,2,3) azt az eseményt, hogy
az 1-edik huzas eredménye piros. Ekkor

3 1 _ 24
P(A1) = — = —, P(A> | A1) = —,
(A1) 35— 2 (Az| A1) a1
P(A3| A1 NAy) = !
3 1 2) — 307
gy
_ 1 24 7 4
P(A1NA>NA3) = —+ —+ — = ——,
(ArnAanAs) = 23735 = 155
Persze |lehetne hasznalni azt az eseményteret
IS, amely az els® harom Kkihuzott lapbdl all a

sorrendet is figyelembe véve; ekkor
12l =32-31- 30,

és a kKimenetelek egyenld valoszinlséguek. Mivel
a kedvezO esetek szama 8-24 -7, igy a keresett
8-24 .7 7

valoszinuség = —.
32-31-30 155
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Teljes esemeényrendszer: az eseménytér meg-
szamlalhato diszjunkt felbontasa, azaz esemé-
nyek A1, Ao, ...VEéges vagy végtelen sorozata,
melyek egymast paronként Kizarjak, és 0ssze-
guk az egész eseménytér, vagyis

A;NA; =0 ha i#j, é UA, = Q.
1

Egy teljes eseményrendszer eseményei kozul
mindig pontosan egy kovetkezik be, és

S P(4) = 1.
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Teljes valoszinuség téetele:

Ha az Ay, Ao, ... pozitiv valoszinliségl esemé-
nyek teljes eseményrendszert alkotnak, akkor
tetszOleges B eseményre

P(B) = Y P(B| A7) - P(4).

Bizonyitas. Nyilvan
B = LZ)(B NA;)

diszjunkt felbontas, hiszen

B=BﬂQ=Bﬂ(L]_€JAk) =Ll_€J(BmAk),
€s 1 %= j esetén

(BNA)N(BNAj)=BNANA; =0,
ugyanis A;NA; = 0. Ezért P(B) = > P(BNA4;),
amibdl a Z

P(BNA;) =P(B[A;)-P(A;)

Osszefuggés felhasznalasaval kapjuk az allitast.
L]
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Példa: Harom gép csavarokat gyart.
A selejt aranya

e az elsd gépnél 1%,

e a masodiknal 2 %,

e a harmadiknal 3 %.
Az Ossztermék

e 50 %-at az els6 gép,

e 30%-at a masodik,

e 20 %-at a harmadik
allitja eld. Mi a valdszinlsége annak, hogy az
ossztermékbdl véletlenszerien valasztott csavar
selejtes?

Jelolje B azt az eseményt, hogy selejtet huzunk,
A;, (1 = 1,2,3) pedig azt, hogy a Kkihuzott
csavar az i-edik gépen készult. Ekkor nyilvan

P(B|A;) = 0.01, P(A;) = 0.5,
P(B|A5) = 0.02, P(A5) = 0.3,
P(B|A3) = 0.03, P(A3) = 0.2,

gy
P(B) =0.01-0.54+0.02-0.340.03-0.2 = 0.017.
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Bayes—formula: Ha A és B pozitiv valo-
szinuségu események, akkor
P(A) -P(B|A)

P(B) |

P(A|B) =

Bizonyitas. P(A | B) = PA0B) &5 p(AnB) =
P(A)-P(B|A). u

Bayes—tétel: Ha az A4, Ao, ... pozitiv valo-
szinlségl események teljes eseményrendszert
alkotnak és P(B) > 0, akkor

P(A;) -P(B | A;)

P(A; | B) = SP(B | 4,) P(A)
J

Bizonyitas. A Bayes—formulat alkalmazva
P(A;) -P(B | A;)
P(B) |
Ezutan a teljes valdszinlség tétele alapjan
P(B) =) P(B|Aj)-P(A)). O
J
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P(A; | B) =




Példa: Mennyi a feltételes valoszinlisége az
el6z0 példaban annak, hogy az elsd, masodik,
illetve harmadik gépen gyartottak a kivalasztott
csavart azon feltétel mellett, hogy az selejtes-
nek bizonyult?

0.01-0.5 5 6
P(A+ | B) = = — P(A>|B) = —
(A1]B) 0.017 17’ (A2 B) =17
6
P(A3|B) = —.

17
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4. Fuggetlenseég

Akkor tartunk két eseményt fuggetleneknek egy-
mastol, ha az egyik bekovetkezésével kapcso-

latos informacid nem valtoztatja meg a masik

esemény bekovetkezésének esélyérdl alkotott

véleményunket.

Ezért pozitiv valoszintiségl A és B eseményeket
akkor nevezunk fuggetleneknek, ha

P(A|B) = P(A), P(B|A) =P(B)
teljesul.
Mindkét feltétel a P(ANB) = P(A)-P(B) 0ssze-
fuggéssel ekvivalens. Ennek akkor is van értelme,

ha A vagy B valoszinlsége 0. Ezért az altalanos
definicio a kovetkezd:

Azt mondjuk, hogy az A és B események
fuggetilenek, ha
P(ANnB) =P(A) - P(B).
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Az € Dbiztos esemény és az () lehetetlen
esemény minden eseménytdl fuggetlen.

Ha A és B fuggetlenek, akkor A és B, A és B,
valamint A és B is fliggetlenek.

Azt mondjuk, hogy az A1, Ao, ...események
paronként fuggetlenek, ha kozuluk barmely
két esemény fuggetlen.

Azt mondjuk, hogy az Ay, Ao, ...események
(teljesen) fuggetlenek, ha tetsz6leges i1, io,
., 1 KUlonNnbozsd indexekre

Lehetséges, hogy példaul harom esemény pa-
ronként flggetlenek, de nem (teljesen) fligget-
lenek.
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5. Valoszinusegi valtozok
(2, A,P) valodszinliségi mezd
Valoszinuségi valtozo: ¢: 2 — R

Valosziniiségi vektorvaltozo: ¢: Q2 — RF
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¢ diszkrét valosziniségi valtozo, ha az

X ={Ww):we}

értékkészlet véges vagy megszamlalhatdan vég-
telen, azaz X = {x1,xp,...} alakd

{w : &(w) = =x;} nivohalmaz: azon elemi

események halmaza, melyeknél & az x; értéket
veszi fel

Ezért {w:é(w)=x;} €A, i=1,2... kell

§ eloszlasa: p¢(x;), i=1,2..., ahol

pe(z;) :=P{{ =1z;} = P({w: {(w) = z;})

Nyilvan
pg(:UQ}O, 1=1,2..., és Zpg(ajz) =1,
i
hiszen az {w:&(w) =x;}, i =1,2... esemé-

nyek teljes eseményrendszert alkotnak.
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1. Két kockat dobva a dobott szamok 0ssze-
gét jelolje €.

Ekkor & diszkrét valdszinliségi valtozo;
lehetséges értékeinek halmaza:

X =1{2,3,...,12},

eloszlasa:

(k — 1

— ha 2<k<7,
36

13 -k

P{¢ =k} =
ha 7<k<12.

\
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2. Binomialis eloszlas.

n fuggetlen Kisérlet

A esemény, p:=P(A)

A gyakorisaga: £ := kn(A)
diszkrét valdszinlségi valtozo;
lehetséges értékeinek halmaza:

X ={0,1,2,...,n},
eloszlasa
P{{ =k} = (Z)pk(l —p)" Tk,

melyet n—edrenda p parameétera bino-
mialis eloszlasnak nevezunk.
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3. Negativ binomialis eloszlas.

A esemény, p:=P(A)

Addig végzunk fuggetlen Kkisérleteket, amig
A elbszor bekovetkezik.

¢ := az ehhez szukséges kisérletek szama;
lehetséges értékeinek halmaza:

X ={1,2,...,00},
eloszlasa: k=1,2,... esetén
Ple=k}=p-(1-p)" 1
gy
P{{ = oo} =1—-P{§ < oo}
o
=1- ) P{¢=k}
k=1

— k—1
=1—p2(1—p)_ = 0.
k=1

Ekkor ¢ eloszlasat elsOrendld p para-
métert negativ binomialis eloszlasnak
nevezzuk.
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4. Hipergeometrikus eloszlas.

Egy urnaban M piros és N — M fekete
golydé van (M < N). Visszatevéssel huzunk
n golyot. Jelolje & a kihuzott piros golyok
szamat. Ekkor ¢ lehetséges értékeinek
halmaza X ={0,1,...,n}, és

ic=n= (1) (0)' ()"

tehat ¢ eloszlasa n-edrendld M/N para-
meterld binomialis eloszlas.

Ha visszatevés nélkul hizunk ki n golyot
(n<N), és megint £ jeloli a kihtzott piros
golyok szamat, akkor & olyan k értékeket
vehet fel, melyre teljesul 0<k<n, k<M,
és n— k<N — M, tovabba

(%) Gk )
P{( =k} = N .
()
Ekkor ¢ eloszlasat (M, N — M,n) pa-
rameéteru hipergeometrikus eloszlasnak
nevezzuk.
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4. Poisson eloszlas.

Mazsolas kalacsot sutunk; 1000 gramm tész-
taba n = 50 darab mazsolat teszunk.
Egy szelet sulya 25 gramm, tehat N = 40
szelet készul. Minden mazsola egyforma
valoszinliséggel kerulhet bele barmely sze-
letbe, és a mazsolak egymastol fuggetlenul
,,mozognak”. Jelolje & egy kivalasztott
szeletbe keruld mazsolak szamat. Lehetsé-
ges értékeinek halmaza X = {0,1,...,50},
eloszlasa

== () () 03"

tehat ¢ eloszlasa n-edrendd 1/N para-
meterld binomialis eloszlas.

Mi torténik, ha noveljuk a tészta mennyi-
ségét? Ha n mazsolat hasznalunk fel 20 -n
gramm tésztaba, akkor N = 20-n /25 szelet
készul, igy a binomialis eloszlas paramétere
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pn ;= 1/N = A/n, ahol A\ := 5/4 az egy
szeletre atlagosan jutd mazsolak szama. Ek-
kor

k
. n _ AV
lim (k)pﬁ(l_pn)n k=2 o /\’

n—00 k!

hiszen

(Z)pg(l - pn)n_k

_ n(n_l)”,;!(n_k_l_l) (é>k(1_i)n_k

n n

1 k— 1\ \F A\ vk
=(1-5) (- w0
n n k! n
Ha egy n valdszinUségi valtozo lehetséges

értékei a nemnegativ egész szamok és k =
0,1,... esetén

P(n = k) = ~e >

ahol X > 0, akkor azt mondjuk, hogy
n eloszlasa A paraméteru Poisson—
eloszlas.

51



Tetszbleges £ : €2 — R valoszinlségi valtozo
esetén

{w:€é(w) € [a,b]} €A

kell minden [a,b] C R intervallumra; ehhez
pontosan az kell, hogy {w : &w) <z} € A
teljesuljon tetszbleges x € R esetén

Definicio: A ¢ : Q2 — R leképezés valoszi-
NnUségi valtozo, ha tetszbleges x € R esetén
{w:é(w) <z} e A

Ekkor az F¢:R — [0, 1],

Fe(x) 1= P{¢ <z}

fuggvényt ¢ (kumulativ) eloszlasfuggvé-
nyének nevezzuk.
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Tétel. Egy F : R — [0,1] fliggvény akkor
és csak akkor lehet eloszlasfuggvénye valamely
£ .2 — R valoszinlségi valtozonak, ha

(a) F monoton ndvekvo,
(b) F balrdl folytonos,

(c) Ilim F(x)=0, Im F(x)=1.

L——00 T——+00

Bizonyitas. Tegyuk fel, hogy F' valamely &
valoszinlségi valtozo eloszlasfuggvénye.

(a) Ha x1 <z, akkor

{wié(w) <z} CH{w : &(w) < z2}

miatt

F(z1) = P{{ <1} <P{€ < a2} = F(x2).
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(b) Azt kell megmutatni, hogy ha =z, T =z,
akkor F(xn) — F(x). Tekintsik a

{€ <z} ={{<z1}U{z1 <€ < 2ofU{zo<E < 23}U. ..

diszjunkt felbontast. Ez alapjan

P{ <z} =P{§ <z1} + P{z1 <& <2}
+Plzo<é<zzp+---,
azaz
F(x) = F(z1) + (F(x2) — F(z1))
+ (F(x3) = F(z2) + -+
hiszen a<b esetén
fa<g<bf={{<b}\{{<a}
miatt
Pla<¢<b} =P <b}—P{¢<a} =F(b)—F(a).
Veégul

n—1

F(z) = F(z1) + lim >  (F(zpt1) — F(ap)
k=1

= F(x1) + nILmOO(F(xn) — F(x1)) = lim F(xpn).

n—oo
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Peldak:

1. Ha ¢ : Q2 — R diszkrét valoszinlségi val-
toz6 X = {x1,zo,...} lehetséges értékekkel
és P{{ =u=x;} (1=1,2,...) eloszlassal, akkor
¢ eloszlasfuggvénye egy olyan balrdl folytonos
lépcsOsfuggvény, melynek az ugrashelyei éppen
az zx1,xo,... pontok, és az ugras nagysaga az
x; pontban P{{ = x;}, ugyanis ekkor

F(z)=P{{<a}= )} 6 P{{¢=u}

1.1, <x

2. Ha a [0,1] intervallumon valsztunk vé-
letlenszerien egy & pontot ugy, hogy egy
A C [0,1] részhalmazba esés valoszinlisége az
illetd részhalmaz mértékével aranyos, akkor ¢
eloszlasfuggvénye nyilvan

i

O ha x<0,
F§($)2<CIZ ha O0<xz<1,
1 ha x> 1.

\
Ekkor a ¢ valdszinlségi valtozot egyenletes
eloszlasunak nevezzik a [0,1] intervallumon.
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(2, A, P) valoszinlségi mezd
£ .82 — R valoszinliségi valtozo

Ha létezik olyan f¢ : R — [0,00) fliggvény,
melyre

T
Fe(z) = / fe()dt,  zeR,
— 00
akkor az fg fuggvényt a ¢ slruasegfuggve-

nyének nevezzik. (Nem egyértelmien definialt!)

Ha a < b, akkor

b
P{a<é < b} = Fe(b) — Fe(a) = /a fe(t) dt.
Ha az ff sUruségfuggvény folytonos az z € R
pontban, akkor Fé(a;) = fe(z).

Példa: Ha ¢ -egyenletes eloszlasid a [0, 1]
intervallumon, akkor az

1 haO<£z«<l1
0O egyébként

fuggvény slruségfuggvénye &—nek
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Tétel. Egy f: R — [0,00) fiiggvény akkor
és csak akkor lehet siriségfuggvénye valamely
£ .2 — R valoszinlségi valtozonak, ha

/_0:0 F(£)dt = 1.

Bizonyitas. Ha f valamely ¢ valoszinlséqi
valtozo siriségfuggvénye, akkor

/_ f@©)dt = lim / ft)dt = lim Fe(z) =1.

r—00

Ha [ f(t)dt=1, akkor az F:R — [0,1],

xr
F(z) :=/ £(¢) dt
— OO
fuggvény monoton novekvo, folytonos és

lim F(x) =0, lim F(x) =1,

T——00 T——+00

ezért eloszlasfuggvénye valamely ¢ : 2 — R
valoszinlségi valtozonak. []
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Peldak:

1. Ha £ egyenletes eloszlasu a [0,1] inter-
vallumon, akkor a sltriségfuggvénye

1 haO<<z<1,
f(z) = o
O egyébként.

2. Ha a & valdszinliségi valtozo suriségfugg-
vénye

1 _(z=m)?
e 202 , €T & R

flz) = =

alaku, ahol m € R, o > 0, akkor azt mond-
juk, hogy ¢ normalis eloszlasu (m,o?)
parameéterekkel. Az, hogy [°F f(x)dz =
1, abbdl kovetkezik, hogy

([ e = [ [+
[ (e

r=00
= 27 [—r —7“2/2] = 27r.
r=0
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3. Exponencialis eloszias.

Jelolje a & valdszinlségi valtozo egy ra-
dioaktiv atom élettartamat. Ez rendelkezik
az ugynevezett orokifju tulajdonsaggal:
ha t,h >0, akkor

P{{2t+h| 2>t} = P{{>h},
vagyis annak ellenére, hogy tudjuk, hogy az
atom mar megélt ¢ idot, a még hatralevd
élettartam eloszlasa éppen olyan, mint a
teljes élettartam eredeti eloszlasa. Mivel

Ple>t+h, £>
Ple>t+hle>ty = o T,

6s P{e>t+h, &>t} = P{E>t+ h}, ezért
a G(t) := P{¢>t} tulélési fuggvényre
teljesul

G(t+ h)
G(1)
Be lehet |1atni, hogy ha G folytonos, akkor
|étezik olyan A > 0, hogy

G(t) = e M ha t> 0.

= G(h).
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Ezért & eloszlasfuggvénye

0 ha <0,
F(x) =
() {1—e>‘aC haz>0

alaku, ahol X > 0. Ezt az eloszlast A\
parameéteru exponencialis eloszlasnak ne-
vezzuk. Van suriségfuggvénye:

0 ha <0,
flw) = {)\6_)‘37 ha z > O.

Bomlasi allando:

}ilmo P{t<§ <t+h|E>t}

= |lim 1 —e A = A,
h—O0 h ( )

ami azt jelenti, hogy kis h > 0 id&tartam
esetén P{t<¢ <t+ h|E>t) = Ah, azaz a
h idotartam alatti lebomlas valdszinlsége
h-val aranyos, és az aranyossagi tényezo .
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Felezési idO alatt azt a T idOtartamot
értjuk, amennyi id0 alatt % valoszinuséggel
bomlik el egy radioaktiv atom; ekkor ugya-
nis a radioaktiv anyagnak kozelitdleg fele
bomlik el. Mivel

%:P{£<T}=F(T):1—e_)‘T,

gy
In 2
T = —,
A
ezért a felezési id6 forditottan aranyos a
bomlasi allandoval.

61



Valésziniiségi vektorvaltozo: ¢ : Q — RF,
azZaZ

&= (81,5 &k),

ahol & :Q2— R, +=1,...,k val. valtozok;

eloszlasfiiggvénye: F;:RF — R,
Fg(ZC]_,...,CEk) L= P{£1 <33]_,...,£k < xk}

Egy F : R?2 — R fiiggvény akkor és csak

akkor eloszlasfliggvénye valamely & = (£1,&5)
valoszinuségi vektorvaltozonak, ha

1. F(y1,92)—F(z1,92)—F(y1,z2)+F(x1,22) >0
tetszOleges x1<y1 és zo<yo esetén;

2. F' balrol folytonos mindkét valtozojaban;

3. lim F(:I:l,azz): lim F(:Cl,x‘g)zo,
Tp—>—00

T1——00
lim F(:Bl,an) = 1.

xr1—+00
To— 00
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Ha (&,7n) diszkrét valoszinliségi vektorvaltozo,
akkor persze & és n is diszkrét valoszinlségi
valtozok.

Jelolje €& lehetséges értékeit xq,xo,..., az
n lehetséges értékeit pedig wyq1,yo,.... Ekkor
(&,mn) lehetséges értékeinek halmaza

X = {(xz,y]) L1,) = 1,2,...}.

Ha ismerjuk (&,7m) eloszlasat, azaz a

Pl{ =z, n =y}
valoszinliségeket, akkor ki tudjuk szamolni ¢
és n eloszlasat is:

P{{ =a;} = Z P{{ ==, n = y;},
J

P{n = y;} = D> _P{& =i, n=y;}-

Ezeket (£,17) peremeloszlasainak (vagy mar-
ginalis eloszlasainak) nevezzik.
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Peldak:

1. Polinomialis eloszlas.

n fuggetlen Kisérlet

Aq1,A>,..., Ay teljes eseményrendszer,

p; := P(A;) (ekkor pi1+po+---+pr=1)
A; gyakorisaga: &; .= kn(A4;)

£ = (&1,&2,...,&) diszkrét valoszinlségi
vektorvaltozo; értékkészlete:

X:{(kl,kQ,...,kr)EZTI
kz>oa k1+k2++k’r’:n}7

eloszlasa
P{¢1 =Ky, Eo =ko,....&r =k}
— n! k1, k2 ky
T kylkol. et 1 P2 P

melyet n—edrenda (pi1,p2,...,pr) Para-
meéteru polinomialis eloszlasnak nevezunk.
Peremeloszlasai binomialis eloszlasok:

n!
P{& = ki} = 1 o)!

ks K
p; (1 _pi)n ki,
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2. Egy urnaban r kulonbozd szinu golyo van,
az i-edik szinbol N;, ¢+ =1,2,...,r, I9y
osszesen N := N1+ No—+---4+N, golyo van.
Visszatevéssel huzunk n golyot. Jeldlje
&, az i-edik szinbdl huzott golyok szamat.
Ekkor & = (&1,&o,...,&) lehetséges érté-
keinek halmaza

X:{(kl,kz,...,kr)ézri
kz>oa k1+k2++k7“:n}7

eloszlasa

P{{1 = k1,62 =ko,...,& = kr}

— () () ()
© k'ko!. . k' \N N N)

tehat & eloszlasa n-edrendl
(Nl No NT)
N NN
paraméterd polinomialis eloszlas.
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3. Polihipergeometrikus eloszlas.

Ha visszatevés nélkul huzunk ki n golyot
(n<N), é megint ¢&; jeloli az i-edik
szinbOl huzott golyok szamat, akkor ¢ =
(517627---757‘) olyan (kl,kz,...,krp) er-
tékeket vehet fel, melyekre minden 1 =
1,2,...,r esetén teljesul O<Lk;<N;, és
ki+ko+---+ kr =n, tovabba

P{¢1 = k1, &o = ko, ..., & = ky}
eAltoRm 0]

()
Ekkor ¢ eloszlasat (Ni,...,Npr,m) para-

meéteri polihipergeometrikus eloszias-
nak nevezzuk.

Peremeloszlasai hipergeometrikus eloszlasok:
() o)
kz' n—ki

(2)

P{& = k;} =
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Ha Iétezik olyan fe : R¥ — [0,00) fliggvény,
melyre

T T
Fg(wla"'vwk):/ / fg(tlaﬂ-atk)dtl---dtk:
—0oQ — 00

teljesiil minden (z1,...,z;) € R¥ pontban,
akkor az fg fuggvényt ¢ sdruaségfuggvenyének
nevezzuk. Nyilvan

b by
= / fg(tl,...,tk)dtl...dtk,
ai ar
s6t tetszéleges B C RF (Borel-halmaz) esetén
P{(¢1,...,&) € B}
=/---/fg(tl,...,tk)dtl...dtk,
B

tovabba ha Fg folytonosan differencialhato,
akkor

8’“}7’5(:1:1, e, TE)
8x18xk .

fe(zy, .y zp) =
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Fuggetlenség

A & és n valdszinlségi valtozokat akkor
nevezziuk fuggetieneknek, ha tetszbleges z,y €
R esetén

P{£ <z, n <y} =P{g<a}P{n <y}
azaz Fgp(z,y) = Fe(z)Fy(y).

Ha ¢ diszkrét valoszinliségi valtozo xq,xo, ...
lehetséges értékekkel és n diszkrét valoszinlségi
valtozd wyi,vyo,... lehetséges értékekkel, akkor

Vi, j P{{ =z, n =y;} = P{§{ = z;}P{n = y;}
ekvivalens ¢ és n fluggetlenségével.

Ha létezik (§,n)-nak f¢, slrlségfiggvénye,

akkor  fep(z,y) = fe(x)fn(y), z,y € R is ekvi-
valens a fuggetlenséggel.

Hasonldan lehet értelmezni tobb valdszinlségi
valtozo fuggetlenségét.
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Konvolucio

Ha a & és n valdszinlségi valtozok fuggetlenek,
akkor azt mondjuk, hogy &+ 7 eloszlasa a &
és 7 eloszlasanak konvolucioja.

Példak:

1. Ha & és n fuggetlen diszkrét valoszinlségi
valtozok, és a lehetséges értékeik egész sza-
Mok, akkor a

cn=k= U de=an{n="k-i}

j=—00

diszjunkt felbontas alapjan

Plehn=k = Y P{&=jIP{n=k—j}.

j=—00
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Példaul ha ¢ és n fuggetlen binomialis
eloszlasuak (nq,p) illetve (no,p) paraméte-
rekkel, akkor ezek konvolucidja ismét binomialis
eloszlas, mégpedig (n1+no,p) paraméterekkel,
ugyanis

Ple=it = (") -pm i=01,.m
1 — [M2) no—j .

alapjan

P{{+n=k}

= > @1)197;(1—p)”l_i<n-2)pj(1—p)”2_j

ijtiti=h ’

gty (1)(1)

b,j Lttj=k

— (nl —]L_nQ)pk(l . p)nl—i—ng—k.
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2. Ha a & és n fluggetlen valoszinlségi val-
tozoknak leteznek az f¢ €s f, suUrlseg-
fuggvényei, akkor

Feyp(z) =P{{+n <z}

— // fe n(u,v) dudv

utv<zx

— // fe(w) fn(v) du do

utv<zx

= [ ([ 1@ dv) fe(w) du

feqn(z) = Feyp(@)

alapjan
— /_O:O fe(u) fn(z — u) du.
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Példaul ha &1 és &> fuggetlen normalis
- -~ 2 . 2
eloszlastiak (my,07) illetve (mo,05) pa-
raméterekkel, akkor ezek konvolucidoja ismét
normalis eloszlas, mégpedig (m1+mo,07+03)

paraméterekkel, ugyanis

_ (u=my)?
few)= e %
Si V2mo;
alapjan
fer+e,(x)
(u—m )2 (z—u—m )2
00 1 T 5 3 1 T 5 7<
:/ e 71 e 2 du
—o00 V/2moq V2moo
_(a:—ml—mQ)z
- - e 2eitd)
WV 271'\/0'% -+ O'%
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Ha a & és n fuggetlen valoszinlségi valtozok-
nak |Iéteznek az fg és fn sdriségfuggveényeik,
akkor

Fep(z) =P{{ - n<z}

— // fe n(u,v) dudv

Uv<x

— // fe(w) fn(v) dudu

U-v<T

_ /_OOO (/;; Fo(v) dv) fe(u) du

+ [ ( [ o) dv) fe(u) du
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alapjan

fen(@) = Fly (@)

[ () e

-I—/ —fn( )fg(u) du

= [ e (2) au
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6. Varhato érteéek

Tekintsunk egy & : <2 — R diszkrét valoszini-
Ségi valtozot zq,...,xyN lehetséges értékekkel
és P{{=ux,}, k=1,...,N eloszlassal.

n fuggetlen Kisérlet
Ay = {& =z} relativ gyakorisaga

kn(A)
n
ezért kn(Ar) =~ n-P(AL), vagyis az x; értéket
korllbellul n-P{¢ =z} esetben kapjuk, igy a
megfigyelt értékek atlaga korulbelul

~ P(Ag),

1 N N
= > zp-n-P{{=ap} = ) xp - P{{ =z}
=1 k=1
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Ha ¢ : Q2 — R diszkrét valoszinlségi valtozo
xr1,xp,... lehetséges értékekkel és P{¢{ = x.},
k=1,2,... eloszlassal, akkor az

E¢:=) zp - P{¢ = ay}
2

mennyiséget a ¢ varhato ertékének nevezzuk,
amennyiben ez a sor abszolut konvergens, azaz

> |zl - P{€ =z} < o0
k

Ha ¢ : €2 — R egy abszolut folytonos va-
|0szinlségi valtozo, melynek suriségfuggvéenye
fe 1R —[0,00), akkor az

EE .= /_O:wag(a:) dx

mennyiséget a ¢ varhato ertekének nevezzuk,
amennyiben ez az improprius integral abszolut
konvergens, azaz

/O; 2| fe(z) dz < oo.

76



Peldak:

1. Ha ¢ binomialis eloszlasid (n,p) parameé-
terekkel, akkor

Ple =k = (})p*@—p)"*
ha k=0,1,...,n, ezért

n! —
¢ = ; k'k!(n—k)!pk(l_p) k

= (n—1)!
k—1)(n—k)!

= np pFt@a—p)nh

p=1(

n—1 B
= np Z E,(i ~ 113|€), p'(1—p)t*

= np.

Tehat példaul ha egy p > 0 valdszinlségu
A eseményre elvégzunk n fuggetlen meg-
figyelést, akkor a gyakorisag varhato értéke
E(kn(A)) = np.
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2. Ha egy egységnyi oldalu négyzetben valasz-
tunk egyenletes eloszlas szerint egy pontot,
és & jelOli a pontnak a legkozelebbi oldaltdl
valo tavolsagat, akkor ¢ eloszlasfuggvénye

F(x)

(

O ha <0

=P{¢(<z}={1-(1-22)? haO<az<

N|—

1 ha x> 1

\
ezért a suriségfuggvénye

4 —8x haO0O<£z<

N

f(z) =
0 egyébkeént,

Igy a varhato értéke
1/2
E¢ = /O x(4 — 8x) dx

s [22132 — §CL’3] x:]-/z s
3

=0

O~
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3. Az A és B jatékosok a kovetkezd jatékot
jatszak. Felvaltva dobnak egy szabalyos
érmét; A kezd, és az nyer, akinek elb6szor
sikerul fejet dobnia. Az els6 dobasnal 2—2
forintot tesznek be, és minden dobas eldtt
duplazzak a tétet, azaz ha az n-edik do-
basra sikerul fejet dobni és n paratlan,
akkor A nyer 2™ forintot B-t06l, ha pedig
n paros, akkor B nyer 2" forintot A-tdl.
Mennyi az A illetve B jatékos varhato
nyeremenye?

Jelolje £ az A jatékos nyereményét (mely
pozitiv, ha A nyer, és negativ, ha A
veszit). Ekkor ¢ lehetséges értékei 2,

-4, 8, —16, ... és
1 1
P{S—Q}—E, P{ﬁ——4}—z,
Mivel
2.1_|_4.l_|_8.1_|_...—1_|_1_|_1_|_...—
2T TR T T -

Igy & varhato értéke nem létezik!
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4. Legyen & olyan valdszinlségi valtozo, mely-
nek sdruségfuggvénye
1
Xr) — .
Ezt az eloszlast Cauchy-eloszlasnak ne-
vezzuk.

Mivel

o0 |z
/_oo ~(1+ 22) 7

K T
= 2 Iim dx
K—o0JO 7T(1—|—:I?2)

1 r=K
=2 |im [— In(1 4 z°)
T

K—oo =0

—2 lim - In(1 4+ K2)

K—oo 27
pr— OO’

ezért &-nek nem létezik varhato értéke.
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Tulajdonsagok

Homogén: ha ¢ valdszinlségi valtozo és c e

R, akkor

E(c-&) =c-EE.
Bizonyitas: ha ¢ diszkrét valoszintségi valtozo
x1,To,... lehetséges értékekkel, akkor

E(c-ﬁ)=Zc-azk-P{§=wk}:c-E§.
k

Ha & abszolut folytonos valdszinlségi valtozo
fg sUrdségfuggvénnyel és ¢ # 0, akkor a c-&
valoszinlségi valtozo sUrUséngggvénye

fcg(iﬂ) — ﬂ (az) :

ugyanis c-& eloszlasfuggvénye

P(6<Z) ha c>0,
F..=P{c- _
ee = Plerb <o) P(¢>2) ha ¢<0,

gy
E(c&) = / p |f§ < ) dzr = /_O:O cx fe(x) dr = c-EE.
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Additiv: ha & és n valdszinluségi valtozok,
akkor
E(+n) =ES+En.

Bizonyitas: ha & és n diszkrét valoszinuségi
valtozok xq1,xo,... illetve yq1,yo,... lehetséges
értékekkel, akkor & 4+ n lehetséges értékei

CU’L_I_yj) i7j:1727"'7
gy
E€+n) =) (z;+yj) P{E =z, n=1y;}
i, ]

=Y a Y PlE =21 n =1}
i j

-I-;:ijp{f:wi, n=1y;}
7 i
=2 wiP{& =z} + > y;P{n = y;}
i J

=E¢&+ En.
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Ha & és n abszolut folytonos valoszinlségi
valtozok fg illetve fy sdriségfliggveénnyel,
akkor & -+ n slridségfuggvénye

fern() = [ fe()fa(z —u) du,
gy
E€+m = 2| fe(fslz —u)dud:

— /_O:O fe(u) /_O:O 2 fn(z — u) dz du,

ahol z =wu — v helyettesitéssel

/O:O z2fn(z—u)dz = /o:O(u—I—v)fn(v) dv = u+En,

ezért

E€+m) = [ fe(w)(u+En)du=E¢+En.
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Linearis: ha ¢ és n valdszinlUségi valtozok
és a,be R, akkor

E(a& + bn) = aE¢ + bEn.
Bizonyitas:

E(a€ + bn) = E(a&) + E(bn) = aEE + bEN.

Pozitiv funkcional: ha ¢ nemnegativ valo-
szinUségi valtozo, akkor

E£>0.
Bizonyitas: ha ¢ diszkrét valdszinlségi valtozo
x1,To,... hemnegativ lehetséges értékekkel,

akkor
E¢=) =z -P{&¢ =3} >0
k

Ha ¢ abszolut folytonos nemnegativ valoszi-
nUdségi valtozo fg struségfuggvénnyel, akkor
fe(x) =0 ha <0, ezért

E¢&E = /O;:szg(:c) dx = /Oooazf,g(:c) dxz > 0.
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Monoton: ha &£<n, akkor
Ec<En.

Bizonyitas: 7 —£>0 miatt E(np — &) >0,
tovabba

E(n— &) =E(n+(-1)¢) =En—E¢.

Abszolut érteék:

[E&| <E€].

Bizonyitas: — €| <€l alapjan a mono-
tonitasbol

E( - l¢l) <EE<EE],
ahol E( —[¢]) = —El¢].

Konstans varhato értéke: Ha £(w) = ¢ min-
den w € 2 esetén ahol ce R, akkor E¢ = c.
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Fuggetlen valoszinuségi valtozok szorzata-
nak varhato értéke: Ha ¢ és n fuggetlenek,
akkor

E(§n) =EE&-En.
Bizonyitas: ha ¢ és n diszkrét valoszinlségi
valtozok xq1,xo,... illetve yq1,yo,... lehetséges

értékekkel, akkor & -7 lehetséges értékei

Lg*Yyg, 1, =1,2,...,
gy
E(¢n) =D x;-yj- P{& =25, n = y;}
1]
=> z;-y; - P{& =} P{n =y;}
2]

=2z P{&=w=}- ) y; - Pin=1y;}
i J
=E¢-En.
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Ha & és n abszolut folytonos valoszinlségi
valtozok fg illetve fy sdriségfluggvénnyel,
akkor ¢ -n slridségfuggvénye

fen@ = [~ fewy (2) du,

oo |u|

gy

E(§-n) = / /oo| |f§(u)fn (i) dudz

= Lot [ =t () d=au

ahol %ZU helyettesitéssel

[ 25 (2) du=ulul [~ vfy() dv = ululEn

ezeért

B¢ m =En [ ufe(u)du=E¢-En.

87



Cauchy-Schwartz egyenlotienség:

E|¢n| </ EE€2 En?.

Bizonyitas: tetszbleges X € R esetén

2
E(l€l = Alml)~ >0,
aZaZz
N°En” — 2)E|¢n| + E€2 >0,

Igy a diszkriminansa nem pozitiv:

4(Elén|)” — 4E€En> <O0.
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Valoszinuségi valtozo fuggvényének varhato
értéke:

Legyen g: R — R,

Ha ¢ diszkrét valdszinliségi valtozo xq,xzo, ...
lehetséges értékekkel, akkor

Eg(&) =) g(xg) - P{¢ =k}
k

Ha & abszolut folytonos valdszinlségi valtozo
fg siruségfuggvénnyel, akkor

Eg(6) = |

©@

(@) fe(@) da.
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Variancia=szorasnégyzet:

var ¢ = E[(g - Eg)Q].

Mas jeldlés: D2¢.

Kiszamolasa:
var § = E|¢2 — 2¢E¢ + (E&)?]
=E(¢%) —2-E¢-E¢ 4 (EO)?
= E(¢%) — (E®)?,

Igy ha ¢ diszkrét valdszinlUségi valtozo
xr1,xo,... lehetséges értékekkel, akkor

2
varé =Y a7 - P{¢ =k} — (Z%'P{§= k}) :
k k

ha pedig & abszolut folytonos valdszinlségi
valtozo fg struségfuggvénnyel, akkor

varé = /OO :czfg(zc) dx — (/O:Oxfg(a:) da:)z.

_w [—
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Tulajdonsagok

Eltolasinvarians: ha ¢ valdszinlségi valtozo
és cec R, akkor

var(€ + ¢) = varé&.

Bizonyitas:

var(§ +c¢) = E:(.ﬁ +c) —E(+ C)]z

= E:(g - Eg)Q] — var¢.

Homogén: ha ¢ valdszinlségi valtozd és c €
R, akkor

2

var(c-£&) = ¢“ - varé.

Bizonyitas:
var(c-€) =E[(c- &) ~E(c- )]’
= 2. E[(g - Ef)Q] = 2. var¢.
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Addicios keéplet:

var(§ +n) = var& + 2cov(&,n) + varn,

ahol

cov(€,n) 1= E|(¢ — E€)(n — En)|

a & €és n Kkovarianciaja.

Bizonyitas:

var(¢ +n) = E[(6 +n) — EE + )]

=E[(c—EQ) + (n—En)]’

= E|(¢ - E)?| + 2E[(¢ — EQ)(n — En)]
+E|(n — En)?|

=varé + 2cov(&,n) + varn.
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Fuggetlen valoszinuségi valtozok osszegeé-
nek varianciaja: Ha ¢ és n fuggetlenek,
akkor

var(¢€ +n) = var& + varn.

Bizonyitas:
cov(§,n) = E[&n —§En—nEL+ EfEn}
és a fuggetlenség miatt
E(¢n) = ESEn,
gy

cov(§,n) = 0.
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Peélda: Legyen n standard normalis eloszlasu,
azaz normalis eloszlasu (0,1) paraméterekkel.
Ekkor

En= \/_/ e %/2dy
=~ lim |-e® /2] —0
N 2m K——00 [ =K ’
L——+oc
> L [ o5 42/
E(’I’] ) — \/T_ﬂ- _OO$ e d.CU
=L
= Lt lim [—:ce_ZCQ/Qr
V 27T é<—>—00 =K
— oo
L
4+ [ e?/2 dw)
K
1 o0 2
_— e T /2 d — ’
V21 J—00 v
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Ha pedig ¢ normadlis eloszlasi (m,o?) para-
méterekkel, akkor & elball
§=o-n+m

alakban ahol n standard normalis eloszlasu,
hiszen n:eg—Tm alapjan n eloszlasfliggvénye

Fp(z) =P{n <z} = P{f—m <x}
o
=P{{<o-x+m}=Fe(o-z+m),
lgy n sdrlségfuggvénye
fn(x) = Fé(az) =0 Fé(aaz + m)

1
= 0o - fé‘(O'CU -+ m) — Ee—xQ/Q’

ezért
E¢E =0 -En4+m=m,

var & = 02-var77 = o°.
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Korrelacios egyutthato.

cov(¢,n)
vvaré -varn

corr(é,n) =

Ha corr(¢,7) =0 azaz cov(&,n) = 0, akkor
azt mondjuk, hogy & €és n korrelalatlanok.

Ha

corr(¢§,m) >0 azaz cov(&,n) > 0,

akkor & és n pozitivan korrelaltak, ha
pedig

corr(é,m) <0 azaz cov(é,n) <0,

akkor & €és mn negdgativan korrelaltak.

Ha & és n fluggetlenek, akkor & és n kor-
relalatlanok, de ez forditva altalaban nem igaz,
azaz lehet konstrualni olyan &, n valoszinlségi
valtozokat, melyek korrelalatlanok, de nem fug-
getlenek.
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Példa: legyen a (£,7n) valdszinliségi vektorval-
tozé egyenletes eloszlasu a (—1,0), (0,-1),
(0,1) és (1,0) pontokon, azaz

Pl=-1,n=0}=P{{=0,n= -1}
1
Ekkor EE=En=0 és E(&n) =0 miatt

cov({,m) = E(n) —E(-En =0,

azaz ¢ és n korrelalatlanok, viszont a pe-
remeloszlasok

1 1
Ple=-1}=P{¢=1} =7, P{E=0}=,
1 1
Pin=-1}=Pin=1} =7, P=0}t=,
ezért ¢ és n fuggetlenek, hiszen példaul

P{¢ =1 n=0} :%, P{¢ =1}.P{n =0} :é
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Tulajdonsagok:

szimmetrikus:

cov(g,n) = cov(n,§), corr(§,n) = corr(n,§)

bilinearis:
n m n m
cov | D, ai&, ), bmi| =) >, abjcov(§;,mn;)

varianciaval valo kapcsolat:

var & = cov(§, §€)

Téetel:

lcorr(&,m)| <1,

és |corr(&(,n)] = 1 akkor és csak akkor, ha
valamely a#0 és b valdos szamokkal

Pln=a-£+0b} =1

teljesul; itt a > 0 illetve a < O aszerint, hogy
corr(¢,m) =1 illetve corr(¢,n) = —1.
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Bizonyitas.
A Cauchy-Schwartz egyenldtlenség alapjan

cov(é,m)| = |E((§ — E)(n — En))]

<E|(§ —EQ(n—En)|

< VE(€ — E6)2 - E(n — En)?

= \/varg -varn,
gy
lcorr(§,m)|< 1.

Legyen tovabba

g.zf_Eﬁ ~.:77_E77
Vvvarg’ Jvarn

Nyilvan EE=Efj=0 és E(£%) =E(7?) =

(Ezért varé =varfi=1; ezeket &, illetve 7
standardizaltjanak nevezzik.)
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Ha corr(¢€,n) =1, akkor E(é7) =1, igy
E[(€—7)?] =E(£7) — 2E(&7) + E(72) =0,
ezért P{(f-7?=0}=1, gy P{{=7q}=1,

dZadZ
plS—EE_n—En| _,
varé /varng ’

vagyis
P{n=En+ R (§—E€)}

Ha corr(¢€,n) = —1, akkor E(&n) = —1, igy
E[(E+7)2] = E(£%) + 2E(&) + E(72) =
ezért P{(§4+mM?=0}=1, igy P{€= -7} =1,

dazZaZz
§—E&_ m—En| _,
varé  JNarg ’
vagyis
P{n=E77— \\2:2(&_&)}:
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¢ valoszinliségi valtozo, ke N
k—adik momentum: E(¢k)

k—adik centralis momentum: E [(5 — Ef)k]

k—adik abszolut momentum: E(|¢[¥)
k—adik abszolut centralis momentum:

E (|6 — E€|¥]

Tehat E& az els6 momentum, var& pedig a
masodik (abszolut) centralis momentum

_ 3
ferdeség: - [(£ =) }3/2
(Bl -E9?))
o E[e-E®OY
csucsossag:.

07y
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Ha a,b € R é a # 0, akkor & és a& -+ b
ferdesége, illetve & és a& + b csucsossaga
megegyezik.

Pelda: Legyen n standard normalis eloszlasu.
Ekkor En =0, varn=1,

3y _ L [ 3 25
E(n)—m/_(}oxe dz = 0,
4 4 —x2/2
E(n®) = \/_/ dz
1 24 —x2/2r:°o
= - |-3
V2T [ g r=—00

oo
—/ z2e /2 dy = 3E(n?) = 3,
— 00
ezért a ferdesége 0O, csucsossaga 3.

Ha pedig ¢ normadlis eloszlast (m,o?) para-
méterekkel, akkor

520'774‘77%

ahol n standard normalis eloszlasu, ezért ¢
ferdesége 0O, csucsossaga 3.
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Azt mondjuk, hogy az m € R szam medianja
a & valdszinlségi valtozonak, ha

P{£<m}<%, P{£>m}<%.

Legyen ¢ € (0,1). A ¢4 € R szam g—kvan-
tilise a ¢ valdszinlségi valtozonak, ha

P{{ < ¢q} <q, P{¢>cq}<1—q.

Allitas: legyen
a = inf{mER : P{§>x}<1—CI},

b= sup{w e R:P{{< x}gq}.
Ekkor a<b, ésegy ce€ R szam akkor és csak
akkor g—kvantilise &—nek, ha a<c<b.

Szoktak csak az aTb szamot tekinteni a ¢—

kvantilisnek.

Interkvartilis: C3/4 = C1/4
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Ha az

Fe(z) = ¢

egyenletnek van megoldasa de csak egy, akkor
ez az Fg_l(q) megoldas az egyetlen g—kvantilis.

Specialisan, ha az Fe eloszlasfuggvény folyto-
NoS €s szigoruan monoton novekvd, akkor az

Fe(z) = ¢
egyenlet egyetlen megoldasa az egyetlen ¢g—
kvantilis.

Ha az F¢(z) = q egyenletnek nincs megoldasa,
akkor egyetlen g—kvantilis van, mégpedig az
a szam, ahol az Fg fuggvény atugorja a g
szamot.

Ha az F¢(z) = q egyenletnek tébb megoldasa
van, akkor ezek az (a,b] vagy [a,b] interval-
lumba esO szamok, és a qg—kvantilisek éppen
az [a,b] intervallum pontjai.
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Modusz:

Ha ¢ diszkrét valdszinlségi valtozd xq,xzo,. ..
lehetséges értékekkel, akkor az x; szam mo-
dusza ¢—nek, ha «x;—t a legnagyobb valoszi-
nliséggel veszi fel, azaz

P{{ =ua;} = sup P{§ = x}.

Ha & abszolut folytonos valdszinlségi valtozo
ff suruségfuggvénnyel, akkor az x szam
modusza £—nek, ha z globalis maximumhelye
a suriségfluggvénynek, azaz

fe(x) = sup fe(y).
yER
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7. Fontos eloszlasok
Bernoulli—eloszlas
A esemény, p:=P(A)

1 ha A bekOvetkezik,

O ha A nem kdvetkezik be

§:=k1(A) = {

diszkrét valdszinluségi valtozo;
lehetséges értékei: O és 1, eloszlasa

P{{ =1} =p, P{{=0}=1-p.

Ezt az eloszlast p parameétera Bernoulli—
eloszlasnak nevezunk. Nyilvan

Ee=p-1+(1—-p)-0=p,
E(¢?) =p-124 (1 —p)-0% =p,
varé = E(¢%) — (E€)? = p — p° = p(1 — p).
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Binomialis eloszlas

n fuggetlen Kisérlet

A esemény, p:=P(A)

A gyakorisaga: £ := kn(A)

diszkrét valdszinlségi valtozo;

lehetséges értékeinek halmaza:
X ={0,1,2,...,n},

eloszlasa
_ () k n—k
P{{ =k} = <k>p (1—p)

¢ {1 ha A bekdv. az —edik alkalommal,
(/

O egyébként

Ekkor £ = &1+ -+&n, €s &1,...,&n flggetlen,
p paraméterd Bernoulli—eloszlasuak. Ezért

E§=E& + -+ E&n = np,

var§ =varéy + .-+ var&, = np(1 — p).

Modusza: |[(n+1)p|, ésmég |(n+ 1)p|—1
is, ha (n+4+ 1)p egész szam.
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Hipergeometrikus eloszlas

Egy urnaban M piros és N — M fekete golyo
van (M < N). Visszatevés nélkil huzunk ki
n golyot (n<N), és £ jeloli a kihuzott piros
golyok szamat. Ekkor ¢ olyan k értékeket
vehet fel, melyre teljesul 0<k<n, k<M, és
n—k<N — M, eloszlasa

le — 1) — <f‘£)<(]§;¥)

{1 ha az i—edik golyé piros,

§ = L
O egyébként

Ekkor & = &1+ -+ &, €s a &1,...,6n
valoszinldségi valtozok M/N paraméterl Ber-

noulli—eloszlasuak, DE NEM FUGGETLENEK!
Peldaul 7 # 5 esetén

M(M —1)

N(N —-1)’

M

Ple =1} =P{g; =1} = —

P{&i=1,§ =1} =
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Nyilvan

M
E£=E§1+"‘+E§n:n'ﬁa

var & = cov(¢, &) = cov (Z Eiv Y fj)

i=1 j=1

> cov(&;, &)

15=1

|
M:

)

[

varg; +2 > cov(&;, &),

1 1<i<j<n

M M
varéi =7 (1-)-

1

ahol
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Mivel 1% 5 esetén

P{&i=1,§=1}= ]\]\4[8\\[4__11)),
Ple=0,6=0)= """ ]\J{IEE\IN—]? -
P{&i=1,§, =0} =P{§;=0,§ =1}
_ M(N - M)
- N(N-=-1)"
ezért

P{€i°€j:1}:P{§z’=1,€j=1}:M(M—1)

N(N —-1)’
MM -1
P{& & =0} =1-— NEN— 1)),
azaz ¢§;-§&; is Bernoulli—eloszlasu, igy
M(M —1)
E(&i&;) = NN -1’
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amibol
cov(¢;, &) = E(&E€;) —EEEn

MM -1) M? M(N-M)
T N(N—-1) N2 N2(N-1)

Veégul

varé =n -
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Negativ binomialis eloszlas:

A esemény, p:=P(A), melyre 0<p<1.

£ := az A elsOG bekOvetkezéséhez szukséges
fuggetlen kisérletek szama;
lehetséges értékei: 1,2,...,00,
eloszlasa: P{{ = o0} =0, és
P{¢=k}=p- - (1—p)F1, k=1,2,....

Varhato értéke:
E¢= Z k-p(1—p)f~l=p Z kg1,

k=1 k=1
ahol ¢g:=1—p, és

Z qu 1 __ Z(qk)/ (i qk:>
k=0

_( 1 )’_ 1
\1-¢/ @@1-¢9%

1 1
= (1-9)2 p

gy
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Hasonldan

E(€2) = 3 K2 p(1 — p)F-!
k=1

= k1 = D
=p Y ki +pg > k(k—1)¢"" ",
k=1 k=1

ahol

z Bk — 1)gF 1 = z<q’“>” (i qk)
k=0

_<1>/1_ 5
\1-¢/ (A -9%

gy
1 > 2 _p
E({°) = -+ g
p (1-¢q)3  p?
Végul
2—0p 1 l—0p
var§ = ——— - p
p p p

113



Legyen n:=¢& — 1.

Ekkor n lehetséges értékei: 0,1,2,...,
eloszlasa:

P{n=k}=p-(1—p)k, k=0,1,2,....
Orokifju tulajdonsag:
P{in>k+4|n=>k}=P{n=>¢}, Kk £=0,1,2,...
ugyanis

Pinzk+ ¢, n>k
P{n>k+¢|n=>k} = t Pin> k) J

ahol P{n>k+¢, n>k} =P{n=k+¢}, 6és

Pin=kt =3 Pln=3i} =3 p-(1—p)

(1 = p)k
1-(1-p)
Igy valdban
(1 —p)ktt

P{n>k+10|n=>k} = = P{n>/¢}.

(1 —p)~
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Poisson—eloszlas:

)\k
P{‘S:k‘}:ge_)\) k=O,1, ’
ahol A\ > 0.
Ee= Y k-“et=e
k=0 k! k=1 (k - 1)!
00 >\£—|—1
=e > = e et = ),
2
=0
2 X o AP
E(¢5)= > &k 'ge_
k=0 '
00 )\k
=Y [k+k(k—1)] AN
k!
k=0
\ 00 )\k
= \A\+e
> 5
00 \+2
— —A _ 2
=\+e gjo /i = A+ A%,
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Egyenletes eloszlas az {1,2,...,N} hal-
mazon:

1
P{fzk}zﬁ, k=1,2,...,N.

N1 NWN+1) N+1

Eg:kz::lk'N 2N 2
2 g: > 1
E(E) = > K
k=1 N
_ N(N+1)(2N +1)
B 6N
_ (W+1DEN+1)
— > ,
vare = WFDEN+1) (N +1)°
6 4
N2 -1

12
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Egyenletes eloszlas az [a, b] intervallumon:
részintervallumba esés valdszinlisége a részin-
tervallum hosszaval aranyos.
Eloszlasfuggvénye:

p

0 ha x<a,

Fg(ac) =P{{ <z} =« Z_a ha a<x<b,
—a

1 ha x>0b.

Abszolut folytonos, striségfuggvénye:

(

1
—— ha x € [a,b],
\O egyébkeént.

Ekkor € =a+ (b—a)-n ahol n egyenletes
eloszlasu a [0,1] intervallumon, hiszen

Pin <y =P{E=2 <yl =Ple<at (-a}

(0 ha y<O,
=4y ha 0<y<1,
1 ha y=>1.

\
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Nyilvan

y=0
Y
E(n°) =/ y2 dy = [?] =3
0 =0
1 1 1
varn=—- — - = —,
3 4 12
ezeért
b — b
EE=a+ ((b—-—a)En=0a+ a:a—l— :
2 2
(b—a)?

varé = (b — a)?varn =
§=(b—a) n 5
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Exponencialis eloszlas:

abszolut folytonos, suriuségfuggvénye

0 ha x <0,
fe(x) =

Ae " ha x>0,
ahol )\ > 0.

> A
E§=/O x - e “dx.

Parcialis integralassal
g(z) .=z, W (z) = xe
valasztassal
g'(z) =1, h(z) = —e 7,
gy
E¢ = [~ze ] > +/ e dg

_[ 1 _)\w]xzoo 1

——e
A
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Hasonldan

o
E(¢?) = /O 22 - e M dx
— [ 2 —Ax]¥=° RPN v
—[ xe L:O —I—Q/O xe dz

2 [ 2
=—/ - e Mdr = =
A Jo A2

2 1 1

Varfzﬁ—ﬁzﬁ.
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Normalis eloszlas:

abszolut folytonos, suriségfuggvénye

(z) L s R
xTr) = e 20c | Tr €
fg \V2To
ahol meR, o >0.
E¢ =m, varé = o,
ferdesége 0O, csucsossaga 3.
Eloszlasfuggvénye:
1 z  _(u—m)?
Fe(x) = / e 202 du, x € R.
210 J—o0

Tovabba ¢ = o0-n+m, ahol n standard
normalis eloszlasu, azaz paraméterei m = O,
o= 1 igy eloszlasfuggvénye

®(z) := Fy(z) = —u?/2 4, z € R,

1 x
o e
V2T /—oo
melynek értékei tablazatokban megtalalhatok.
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T obbdimezidos normalis eloszlas:

Legyen m € RF és 3 € REXkE  szimmetrikus
pozitiv szemidefinit matrix, azaz X! =%, és
z'Zx > 0 tetszbleges = € RF\ {0} esetén.
Ekkor 3¥~1 ésaz f:RF R,

1 Ts—1
— —(x—m) ' =" (x—m) /2
@) = etz 1/2°

fuggvény pozitiv és

[ f@dz=1,

ezért van olyan & = (&1,...,&,) Vvaloszinlségi
vektorvaltozo, melynek f silriségfuggvénye.
Ennek az eloszlasat (m, ) paraméteria nor-
malis eloszlasnak nevezzuk.

Jelolése: & ~ Np(m,X).

Belathato, hogy &; normalis eloszlasu (mi,Zi,i)
paraméterekkel, és

E& = m;, cov(§;, &) = X, 5
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Ha k =2, akkor
var COV(€1,€2)] B { 0%

cov({1,&2)  varés

ahol o%:=varéy, o3 :=varfy és

cov(£1,82)

> =

00102

o = corr(&1,82) =

es
2 _
L1 [ 3 @alﬂ

o 2
det(X) — 00105 o1

- e

1 0% 0102
C1-02|_ o 1|

01092 o5

\/V8I’§1 .var£2'
Ekkor det(X) = (1 — 0?)o%03, gy o # +1,

00102

2
g5
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ezért
(z —m) =71z —m)

2 2

=Y 3 (z;—m)(Z V)i i(x; —my)

i=1j=1

1 ((ib‘l —my)? 20z —my)(z2 —mo)

1 — 02 a% 0109

(2 — m2)2>‘

+ 2

)
VEqgulis a suriuségfuggvény

f(z1,22) = g(x1 — m1, 20 — m2),

ahol
1

9(y1,y2) =
2mo10oo4/ 1 — Q2

_exp{ 1 (y% _20y1y2 ﬁ)}
2(1 — 02) a% 01092 a%
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Szintgorbék: f(xz1,z0) = ¢, ahol ¢ € R,
ezért

(z1 —m1)?  20(x1 —my)(z2 — mo)

ahol C' :=—In (20%0102\/1 — Qz).

Ezek ellipszisek, melyeknek a kOzéppontja

(m1,mp),

tengelyeik pedig parhuzamosak a koordinata-
tengelyekkel.

(Magasabb dimenzidban a szintfelliletek ellip-
szoidok.)
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Tulajdonsagok:

Ha n~Ni(c,D) és acRf, BeRXE akkor
a—|—BnN./\/'g(a—|—Bc,BDBT>.

Ha &~ N.(m,%), akkor

§ = m + Bn,
ahol n~ N3(0,I), és B e RkXEk olyan, hogy
B-B' =3

getlenek, akkor

E+ 1~ Nig(me +mp, Ze + Xp).

Ha § = (517°°°7£k) es n = (7717"'7776) olyanok,
hogy (&,m7) normalis eloszlasu, akkor & és 7

pontosan akkor fuggetlenek, ha korrelalatlanok,
azaz

cov(é;,mj) =0
tetszbleges 1 =1,...,k és 3 =1,...,¢ esetén.
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8. Nagy szamok torvényei

Markov—egyenlotlenseég:.
Ha a ¢ valdszinldségi valtozd nemnegativ,
akkor tetszOleges £ > 0 esetén

P{s>s}<§.

Bizonyitas: ha ¢ diszkrét valosziniségi val-

tozé zxq,xo,... lehetséges értékekkel, akkor
E¢=) ap - P{{=ar}> D ap-P{{=uxy}
k k:xp>e

>e Y P{E=ua} = -P{E2el

k:xk>6

Ha ¢ abszolut folytonos nemnegativ valoszi-
ndséqgi valtozo ff sUruségfuggvénnyel, akkor
fe(x) =0 ha x<0, ezért

E& = /Ooochg(:v) dz > /;Oxfg(a:) dx

26/00]2:(%) de = ¢ - P{£>¢€}.
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Csebisev—egyenlotienség:
TetszOleges & valdszinlségi valtozd és ¢ >0

esetén

P{lé — E€l e} < o

Bizonyitas: A Markov—egyenlotlenséget alkal-
mazva

P{l¢ — E¢|>e} = P{(£ — E€)? =2}

. El(¢ ;QEf)Q] _ v:gg.
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Bernoulli-féle nagy szamok torvénye

n fuggetlen Kisérlet

A esemény, p:=P(A)

A gyakorisaga: kn(A)

Ekkor tetszOleges £ > 0 esetén

kn(A
lim P{ n( )—p >a}=o.
n—~o n
Szimbolikusan:
kn(A
n(A) P/p ha n — oo,

n
melyet sztochasztikus konvergencianak ne-

vezunk.
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Mivel kn(A) =& +---+&,, ahol &q,...,&n
fuggetlen p paraméterli Bernoulli—eloszlasuak,
ezért ez a tétel specialis esete a kovetkezdnek.

Nagy szamok gyenge torvénye

Legyenek &1, &>, ... paronként korrelalatlan,
azonos eloszlasu valoszinlségi valtozok, me-
lyeknek véges a masodik momentumuk. Ekkor
tetszOleges £ > 0 esetén

lim P{|51+"'+£”—Egl‘>s}=o.
n—ao n

Szimbolikusan:
&1+ -+ &n P>E£1 ha 7 o oo,

n

130



Bizonyitas:

Nyilvan

(1) = %Z::EszEfly

S 1 1 var
var (—n) = -—varS, = — > var§, = £1’
n

n

ezért a Csebisev—egyenlbtlenséget alkalmazva

P{S”

Sn Eil‘ >€} <vargl

> 0, ha n — oo.

n ’TLEQ
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A bizonyitas alapjan a Bernoulli—féle nagy sza-
Mok torvényével kapcsolatban azt kapjuk, hogy

P{ kn(A) 25} P —p)

n n82 ’
Igy példaul ha azt akarjuk elérni, hogy egy sza-
balyos érmét dobalva a fejek szamanak relativ
gyakorisaga legalabb 0.95 valdszinliséggel 0.1—
nél kevesebbel térjen el a valoszinlségtdl, akkor
a fentiek alapjan

P{ kn(A) 1

} 1
>0,1; <

2

Igy a kOvetelmény biztosan teljesul, ha

n 2 ~4.012.90]

2012 < 0.05, azaz n =500,

vagyis az érmével legalabb 500-szor kell dobni.
(Ez egy meglehetbsen durva kozelités.)
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Mivel kn(A) binomiadlis eloszlasu, mégpedig

P{ka(A) =k} = ()pF(1— p)"
ha k=0,1,...,n, ezért a Bernoulli—féle nagy
szamok torvénye azzal ekvivalens, hogy

> (Z)pk(l—p)n_k% 1, ha n— .

<€

k- ‘%—p
Nagy szamok eros torvénye

Legyenek &4, &o, ... teljesen fuggetlen, azonos
eloszlasu valdszinuségi valtozok, melyeknek |é-
tezik a varhato értékuk. Ekkor

P{ lim 51+"'+€”:E51}:1.

n—oo n
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9. Centralis hatareloszlas—tételek

ey e 2 - . P
Jeldlje ¢, ;2 az (m,oc<) paraméterl normalis
eloszlas slriségfuggvenyét, azaz

1 _(a=m)?
e 202 r € R.

P, 52(2) 1= T :

Lokalis hatareloszlas—tétel

n fuggetlen Kisérlet

A esemény, p:=P(A)

A gyakorisaga: kn(A)

Legyen (¢¥n)72 4 egy olyan valGs szamsorozat,
melyre

im n=2/34, = 0.

n—00
Ekkor
Pl{k,(A) =k
sup thn(A) =k} 41 5
k:|k—np|<in Spnp,np(l—p)(k)

ha n — oo.
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Jelolje & a standard normalis eloszlas elosz-
lasfuggveényét:
1 x

CD(CU) = \/T_ﬂ' e e_u2/2du.

Moivre—Laplace—téetel
n fuggetlen Kisérlet

A esemény, p:=P(A)
A gyakorisaga: kn(A)

Ekkor
kn(A) —np
P € [a,b)
{ Vnp(1 = p) }

sup
—oo<a<b<+oo

— (®(b) — ¢(a))| — 0

ha n — oco.
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Ezért ha egy szabalyos érmét dobalunk, akkor
a fejek szamanak relativ gyakorisagara tetszo-
leges a > 0 esetén érvényes

. kn(A) 1 a a
e N v )

= P(a) — P(—a) =2P(a) — 1.
Mivel a

2d(a) — 1 = 0.95  _ —01
a) — 1 =0.95, = 0.

2/n
Osszefuggésekbdl a ~ 1.96 és n ~ 96 adodik,
gy

|

tehat elég korulbelul 96-szor dobni egy szaba-
lyos érmével ahhoz, hogy a fejek szamanak re-
lativ gyakorisaga legalabb 0.95 valdszinlséggel
0.1-nél kevesebbel térjen el a valdszinlségtol.

kn(A) 1
n >—§ <O,1}%O.95 ha n ~ 96,

n
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A Moivre—Laplace tételbdl kovetkezik, hogy spe-
cialisan
kn(A) —
1im P A= o), zeRr
Jnp(1 = p)

Ez a tétel specialis esete a kovetkezdnek.

Centralis hatareloszlas—tétel

Legyenek &4, &o, ... teljesen fuggetlen, azonos
eloszlasu valdszinlségi valtozok, melyeknek vé-
ges a masodik momentumuk. Legyen

Ekkor
, Sn — E Sy,
lim P =& R.
noe {m”} (@), v e

Szimbolikusan:

> V(0,1 ha .
vvar Sy ( ) e
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10. A statisztikaban hasznalatos
fontos eloszlasok
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Ha ny1,no,...,m fluggetlen, standard normalis
eloszlasu valoszinlségi valtozok, akkor

Xk =m+m++ng
eloszldsat xj—eloszlasnak nevezziik, melynek
szabadsagi foka k.
Szemifaktorialis:
| n(n—2)(n—4)...1, ha n paratlan,
n!l =
nin—2)(n—4)...2, ha n paros.

A X%—eloszlés abszolut folytonos, és suriség-
fuggvénye

() 0, ha x<0,
T) =
fxi ckx(k_Q)/Qe_x/Q, ha x> 0,

ahol

( 1
, ha k paratlan,
V2m - (k—2)!
CL — 1
: ha k paros.
\2-(k—2)!!
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Specialisan

0, ha x<0,
fo(x) =4 1
X1 e /2 ha x>0,
V27X
0, ha z<O0,
fo(x) =141
X2 “e @2 ha z>0,
(0, ha z<O0,
fX%(x):< Ve e %2 ha z>0.
\\/27'('

Tehat a y3—eloszlas megegyezik az 1/2 pa-
raméterld exponencialis eloszlassal.

E(x?) =k, var(x2) = 2k.

k—2 ha k=2,

A xi—eloszlds modusza
0 ha k=1.
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Bizonyitas:

Nyilvan x#% eloszlasfiiggvénye
Fa(e) =P{xf <} =P{nf <z}

{o ha <0,

P{|m| <+z}, ha x>0.
Ha x > 0, akkor

P(In1] < V&) = P(—vz < n1 < V)

1 VT
- V2T /_\/Ee_UQ/2 du = G(Vz),
ahol

2 (]
G(y) = \/T—ﬂ' 0 e_u2/2 du.

Ezért = > 0 esetén

/ / 1
fa(@) = Fla(2) = G'(Va)

2\

:\/ge—x/Q 1 — 1 e—zc/2.
i 2/x 27x
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Tovabbd x5 slriségfiiggvénye

fala) = /_ o:O F oW f2(z —y)dy

0, ha <0,

= / vl 2 —(z-1)/2
e e dy, ha x> 0.
0 v2my \/277(55 —y)

Tehat ha =« > 0, akkor

/ \/y(w—y)
_e—a:/Q/

™ 0 \/z(l—z)

ahol y = xz helyettesitést hajtottunk végre.
A ¢ konstans abbdl hatarozhatd meg, hogy

©.@) ©.@) 2
1=/ f Q(x)dxzc/ e %/2dy = 2c.
—o0 " X2 0

Tehat végulis

IRIOE —e—%/2

— —x/2
—C‘ex/,

0, ha x<0,

f2(x) =141
X2 “e %2 ha z>0.
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Az altalanos eset teljes indukcioval bizonyithato.
Ha feltesszuk, hogy az allitas igaz k—ra, akkor

fe, @ = [ fawfa-ydy

ha >0, és f o> (x)=0, ha x<0. Ezért
Xk+1
ha x > 0, akkor

fo, @ = croe ™/ [yE=D2(@ —y)=1/2qy

1
= clcke_x/Q/O (:Bz)(k_z)/z[a:(l — z)]_l/Q:c dz
= 4 oD/ 2/,

ahol dg41 abbol hatarozhato meg, hogy

1=/_O:Of > (x)dx

Xk41

00
= dk:—|—1 /O $(k_1)/2e_x/2 dx.
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Mivel

0
T4 1=/0 o (k=1)/26—2/2 4,

= [o-1)/2(_9)e=e/2 g4y =

=0

+ (k—1) /OOO x(k—3)/2e—a}/2 dr

:(k B 1)Ik—17

[e)%
L 1 _ dp_q

dk 1 pr— — — |
" a1 (k=11 k-1

amibbl ¢1 = 1/v/2n és ¢ = 1/2 figyelem-
bevételével azt kapjuk, hogy

dp+1 = Ck+1-
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Ha n és Xk fuggetlen valoszmusegl valtozok
standard normalis, illetve Xk—eloszlassal akkor

Ui

tp 1= m

eloszlasat tp—eloszlasnak (Student—eloszlas-
nak) nevezziik, melynek szabadsagi foka k.
A tp—eloszlas suriségfuggvénye

~

_ Ck
fu (@) = 2 (k+1)/2’
(?“)
ahol
(k=1 )
ha k paratlan,
V- (k—2)1
5k::<7r (k(l)n)
\2\/E-(k—2)!!’ ha k paros.
Specialisan
(2) = —— (@) =
Jul®) = m(x2+ 1)’ frol®) = (22 4 2)3/2

Tehat a ty—eloszlas megegyezik a Cauchy—
eloszlassal.
145



Lemma:

Legyenek & és ¢ abszolut folytonos, fuggetlen
valoszinlsegi valtozok fe illetve f- surlséeg-
figgvénnyel. Ekkor ¢/¢ abszolut folytonos,
és suriuségfuggvénye

Tey() = /_o; o] f¢ (zv) £ (v) do.

Bizonyitas. Nyilvan &/¢ eloszlasfliggvénye

Fepe(z) =PE/C<z) = // fec(u,v) dudv

u/v<e

_ /_OOO (/; Fe(w) fo(v) du) dv

+ ([ rewrrey au) v,

ezért
0
fere@) = Fli@) = [ (=) fe(av) fe(v) do
+ [ vfelav) fe(v) dv.
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Bizonyitas:

El6szér meghatdrozzuk /x2/k eloszlasfiigg-
VENnVyeEt:
_ 2
FW(QJ) = P(Vxi/k <x)

0, ha x<0,
P(xi < kz?), ha z>0.

Tehat ha = > 0, akkor F — F »(kz?),

X W(m) X%( X )

ami derivalhats: F’ (z) = 2kaf >(kz?),
X2/ k Xk

ezért /x7/k abszolit folytonos, és siirliség-
fuggvénye

fm(x)

ha >0, é f ——(z)=0 ha z<0. Ezért
Xk/k

ha x > 0, akkor

f\/%(fﬁ) =2

= 2kzcy, (kx?) (k=2)/2g—ka?/2

2
kF/2¢, ph—1e—ka?/2
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Ebbdl a Lemma felhasznalasaval

fu@ = [ [olfa(av)s S

© 1 02020, k/2 k-1 —kv2/2
= v e 2k"/ “cv e kv7/2 g4y
/O V27 k
k/2
_ 2k / CL OO,Uke_(CUQ‘I‘k)UQ/Q du

V2r Jo
_ Qkk/Qck yk _y2/2 dy
Var Jo (@24 k2 (22 + k)1/2
Ch

2 kD2’
(? T 1)

2c 2
Cp, = k/ yPe v/ dy.

Ha k=1, akkor c¢1 =1/v27m és
/oo ye_y2/2 dy — [_e_y2/2] Y=00 _ 1’
0] y:O
1
m(z2+1)
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Ha k=2, akkor cp =1/2 és
O
/ yQG_yz/Qdy

_\/_/ e yQ/Qdy:g’

gy ¢o = (1/2)3/2, ezért
1

fro(x) = Tl
Tovabba k£>2 esetén parcialis integralassal

felbontassal (—e_yz/Q) — ye—¥°/2 alapjan

/O * ke V2 gy = [_yk—le—y2/2]
oo

+ (k — 1)/0 yF2e V2 dy

o0
= (k — 1)/0 yk_ze_yz/z dy,

ugyanis L’'Hospital szaballyal bebizonyithato,
hogy

Yy=00

y=0

2
lim y*—le ¥ /2 = 0.
Y—00
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Ha k>3 paratlan, akkor
o0
/ yFe /2 qy
0
0
=(k—1)(k—3)...2/0 ye Y2 dy
= (k — 1),
amibol
~ 2 (k — 1)1 (k — 1)!!
T - = .
YT Vork V2r-(k—2) avE- (k— 2)1!

Ha k>4 paros, akkor
o0 2
/o yFe v /2 dy

= (k—1)(k— 3)...3/0°Oy2e—y2/2 dy

= (k— 1)'IV2n/2,
amibdl

R 2  (k—1)"W2r/2 (k- 1)

T ark 2 (k=20 2Vk-(k— 21
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Ha x? és x2 fiiggetlen valdsziniiségi valtozok

xi—, illetve x7—eloszlassal, akkor
kﬁ.__x%/k
T xG/e

eloszlasat Fk,g—eloszlésnak nevezzuk, melynek
szabadsagi fokai k£ és /.

Az Fj y—eloszlas slrlsegfiggvenye

0, ha x<0,
L (k—2)/2
fr, (@) = (_ (Z x)
) Ck,g . - (k—l—ﬁ)/Q’ ha =« > O,
(z2+1)
\ 14
ahol

(k- (k4 £—2)!
- (k—2)1 (¢ —2)I1

k- (k+¢—2)N
(20 (k—2)11 (¢ —2)11

ha k és ¢ paratlan,

Ck.¢ =X
egyébkeént.
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Bizonyitas:

El6szor meghatarozzuk x2/n  eloszlasfiiggvé-
nyet:

Fo/,(x) = P(xa/n < z)
= P(xs < nz) = F,2(nx),

ami derivalhato: F)’C%/n(az) = nfx%(na:), ezért
x2/n abszoldt folytonos, és siiriiségfiiggvénye
PR ha <0,
X2 /n\) = ncn(nx)(n_Q)/Qe_nx/Q, ha x> 0.

Ebbdl a Lemma felhasznalasaval

fros@) = [ oISz p(@v) 2 () do

/OO ,Uckk,k/Q(m})(k—2)/2e—ka:v/2%€€/2v(6—2)/26—%/2 do

Ckcgkk/zee/zx(k—z)/z /OOO o (k+0-2) /2 5= (kz+0)v/2 4.,

S(k+0)/2,.(k—2)/2
(kx 4 £)(k+£)/2

— cpcpk/202 /OOO ykH=2)/2=y g,
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Ha k-+¢ paratlan, akkor parcialis integralassal

/OOO y(k—l—E—Q)/Qe—y dy

() () 3 e

2
ahol
o0 1/2 —y Cu —U2/2
e Ydy = —e uwdu
/o J Y=o V2
— 2 [0 u—2e_u2/2 du = ﬁ
2\/§ —00 \/ 27 2

Ha k -+ ¢ paros, akkor

/OOO y(k—|-€—2)/2e—y dy

:(%H_1> (kTH—z)...l/OOOe_ydy,

ahol
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11. Feltételes eloszlas,
feltételes varhato érték,
feltételes variancia
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A esemény, P(A) >0

Ha ¢ diszkrét valdszinlségi valtozd xq,xzo,...
lehetséges értékekkel, akkor &—nek az A-ra
vonatkozo feltételes eloszlasa:

P{e = u; | A}, k=1,2,...,

feltételes varhato értéke:

ECE[A) = Ek:wk -P{g = a1 | A}
amennyiben ez a sor abszolut konvergens, azaz
Zk:|5’3k|'P{€:$k|A} < o0,

feltételes varianciaja:
var(¢|A) := E[(§ — E(§]A))?|A]
= E(¢2|4) - [E(¢]4)]°

2
=zx£-P{s=wk|A}—(zxk-P{gmkm}) |
k k
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Példa:

Feldobunk két szabalyos dobdokockat. Mi a
dobott szamok eltérésének feltételes eloszlasa
azon feltétel mellett, hogy a dobott szamok
Osszege (£ 7

Jelolje a dobott szamokat & és n. Nyilvan

(e {2,3,...,12} és

(¢ — 1

— ha 2</4<K7,
36

13 -/

P((+n=1) = q

ha 7</<12.

\

Tovabba a |£—n| lehetséges értékei 0,1,2,3,4,5.
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P(l¢—n=0|{+n=2)=1,
P —nl=1|£+n=3) =1,

PE—nl=2]{+n=4) =

~

P —nl=1]¢+n=5) =

~

P(le—nl =3 |&+n="5) =

P(¢—nl =0 ¢+n=6)=

~

P¢—nl=2]€+n=6) =

~»

OGN OINOORNIFRNIFEPWINWR

PE—nl=4]6+n=06) =
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Egy tetszbleges & valdszinlségi valtozonak az
A—ra vonatkozo feltételes eloszlasfuggvénye

Fea(z) :=P{{ <z|A}, z € R.

Ha Iétezik olyan f§|A fuggvény, melyre

Fea(@) = [ fea(u) du

teljesul tetszbleges x € R esetén, akkor az
fQA fuggvényt &—nek az A-ra vonatkozo
feltételes suruségfuggvényének nevezzuk.
Ekkor &—nek az A-—ra vonatkozo feltételes
varhato értéke

EElA) == [ o fyaG)da

amennyiben ez az integral abszolut konvergens,
azaz

[ 1al fa@) de < oo,

—O0
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feltételes varianciaja:.
var(g|A) := E[(§ — E(§]A))?|A]
= E(¢2]4) - [Eg])]°

= /_O:Oa:Q-fﬂA(:c)dx— (/_O:Oa:-ng(:v)dw>2.
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Példa:

Legyen ¢ standard normalis eloszlasu, és A :=
{£€>0)}. Ekkor P(A)=1/2, és

_ P(O<E < =)

Fal = "p0)
10 ha <0,
- |2P(0<¢<=z) ha z>0.

Ha x > 0, akkor tehat

2 rx
FS\A(CC) — \/;/O e_u2/2 du.

Megjegyzés: ha n:= [£|, akkor

Fn(a:) — F£|A($), x € R.
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(&,n) abszolut folytonos valdsziniliségi valtozo
fe, slrlsegfuggvénnyel

¢ feltételes slriseégfuggvénye az n = y
feltételre nézve:
)

ff n(ajay)

: ha fn(y) # O,
ey @ly) =13 fn(y) !

|0 ha fr(y) =0,
ahol fy, az n sdrisegfliggvenye.

¢ feltételes eloszlasfuggvénye az 7 = y
feltételre nézve:

Fey(ely) = [ fepCuly) du,

¢ feltételes varhato értéke az n =y fel-
tételre nézve:

Bl =) = [+ fgy(aly) da,
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¢ feltételes varianciaja az n = y feltételre
nezve:

var(éln = y) := E[(6 — E(éln = 9))2In = y|

= E(n=y) - [E€h =]

o0 oo 2
= /_OO 2% - fei (zly) do — </_ooa: fepn (zly) dsc) :

£ regresszios gorbéje az n feltételre nézve:

az y+— E(n=1y) flggveény.

Ez minimalizalja az E[(g—f(n))ﬂ mennyiséget,
azaz ha f : R — R olyan fuggvény, hogy
E|f(m)?] < oo, akkor

E| (¢ — E(&lm))?| <E|(€ = f(m)?].
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Peélda:

Ha (&£,m7) normalis eloszlasu valosziniiségi vek-
torvaltozo és var(n) > 0, akkor

L cov(&,n)
HHU—%O—E6+\mww(y—&m

azaz a regresszios gorbe egy egyenes.

Tovabba ¢ feltételes eloszlasa az 7 = y
feltételre vonatkozdoan normalis eloszlas, még-
pedig

(cov<s,n>>2> |

N (E(g n=1y), var() -

Tehat

(cov(é,m)?

var(€ | n = y) = var(§) == =3

ami nem fugg y—tol!
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Teljes varhato érték tétele (teljes esemény-
rendszerre vonatkozolag)

Ha az Ay, Ao, ... pozitiv valoszinlségl ese-
mények teljes eseményrendszert alkotnak, &
valoszinliségi valtozo és E|£| < oo, akkor

E(&) = D _E(&| Ag) - P(Ap).
k

Bizonyitas. Legyen ¢ diszkrét valoszinlségi
valtozd xz1,xo,... lehetséges értékekkel. Ekkor

> E(€] Ag) - P(Ag)

2

= > wP{& == | Ap}-P(A4p)
kE J

=> > ziP{E==;} N A)
kE J

=> z; > P{& ==} NAg)
Tk

J

Abszolut folytonos ¢ valdszinlségi valtozo
esetén a bizonyitas hasonldéan végezhetd el.
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Példa:

Szabalyos dobdokockaval addig dobunk, mig az
els® 6—0s megjelenik.

¢ = az ehhez sziukséges dobasok szama
A = az els® dobas k

6
E¢= > E(¢]| A P(Ag)
k=

1

Mivel
14+E¢ ha k<5,
E(§| Ag) = {
ha k=6,
ezért
1
E¢=_(1+5(1+EQ)),

amibol

Ee=6.
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Teljes varhato érték tétele (valoszinuségi
valtozora vonatkozolag)

Ha (&,n) abszolut folytonos valésziniiségi val-
toz6 fe, sUrlGségfuggvénnyel és E[{| < oo,
akkor

E©) = [ EEIn=1)- v dy.

Bizonyitas.

/ E(¢|n=1y)" fr(y)dy
—/ (/ z fepn(z|y) dw) - fn(y) dy
— /_O:O:c</_0; fe n(z,9) dy) dx

_ /_0:0 v fe(z) do = E£.
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Teljes valosziniség tétele (valdsziniiségi val-
tozoéra vonatkozolag)

Ha = abszolut folytonos valdszinlségi valtozo
fn slrlségfiuggvénnyel és B esemény, akkor

P(BY= [ P(BIn=1) fly) dy,

— 00

ahol

P(B|n=y) :=E(lp|n=uy).
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